1 SKYRIUS
Pagrindires savokos

1.1. APIBREZIMAI IR ZYMENYS

Daugelis gamtos reiskiniy apraSomi lygtimis, kurios vadinammagmatinés fizikos
Iygtimis. DaZniausiai tai daliniy iSvestiniy lygtys, t.y. lygtys, kuriose neZzinomasis yra
keliy (ne maziau kaip dviejy) kintamyjy funkcijoSia daugiausia nagréssime vienos
lygties su viena nezinomaja funkcija atvejj. leSkomaja argumento(z,...,z,) €

R"™ funkcija zynesime raide:, o jos dalines iSvestines —

2 lex]
wy, = 22 O ey, O
ox; 7 Ox0x; Ozt ...0zy"
. .. n . . .. . - -
Cia: o = (oa,...,a,) — multindeksas|a| = > a;, a; — sveikieji neneigiami

=1
skatiai. Funkcijosu gradienta ir jo modulj Zyrasime taip:

n

1/2
e = (o), el = (3 2)2,

=1

Lygtis, kuri sieja nepriklausomajj kintamaijj, ieSkomaja funkcijas ir jos dalines
iSvestines, vadinamdaliniy iSvestiniy lygtimi. Daliniy iSvestiniy lygtis vadinama-
osios eies lygtimi, jeigu j ja jeina bent viena ieSkomos funkcifossios eies dalire
iSvestire ir nejeina aukstesniy eiliy daée iSvesties. Bendru atvejk-osios eies
daliniy iSvestiniy lygtj galima uzrasyti taip:

F(z,d0ku) =0; (1.1)
Cia:
S — oFu
kU = (U,Uzl,...,uajn,. ’871'51)
yra vektorius, turintis
_ (n+k)!
Ne= =T

koordin&iy; F' — argumentyr € R", p = (p1,...,pn,) € R™Mx funkcija, tenkinanti

salyga .
. OF (z,p)
Z < Op; > #0.

i=Np_1+1

Daliniy iSvestiniy lygties sprendiniu vadinama bet kokia funkaifa), kuria jrasius j
(1.1) lygtj gaunama tapatginepriklausomo kintamoje atzvilgiu.
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P a stab a. Nagrajamose lygtyse kartais patogu iSskirti kokj nors nepriklauso-
ma kintamajj (pavyzdziui, laika arba tempenat). Tok] kintamajj Zyr@sime raide.
leSkomosios funkcijos = u(z, t) iSvestineg atzvilgiu zymesime

o o
ot M7 o2

Uy =

ir t.t.

Sioje knygoje vartosime tokius ZymeniQ:— sritis erdejeR", t.y. atvira jungioji
aibe; 99 — sritiesQ krastiny tasky aik; Q = Q U 09Q; ' — grieztai vidire sritis, t.y.
Q' yra kompaktasir Q’ c Q. Kain > 3, krastiniy tadky aib@$ zymesime raide
S ir vadinsime pavirSiumi. Kah = 2, kraStiniy tasky aib&<) zymésime raidd ir
vadinsime koniru. Be to, raidé Zymesime ir uzdarajj konfra erdeje R>.

n = (nq,...,n,)—IiSorinis sritie? atZvilgiu vienetinis normals vektorius pavir-
Siui S (konturui /, jei n = 2). Noredami pabeZti, kad normads vektoriusa skatiuo-
jamas kokiame nors konkié@mme taske: € S, jj Zymésimen,,.

Integralus zZyrmasime vienu integralo Zenklu. Jeigu— integravimo kintamasis
erdwje R", tai simboliudz Zymesime tirio elementa (Lebego mata). PavirSiafis
ploto elementa Zy@simedsS, o konuro ! ilgio elementa —di. Jeigu keliy kintamyjy
funkcija f(x,y) yra integruojama kurio nors vieno kintamojo (pavyzdzZii,atzvil-
giu, tai pavirSiausS ploto elementa zygsimeds, . Srities(2 turj ir pavirSiausS plota

Zymésime taip:
|Q|:/dx, |S|:/dS.

Q 5
Priminsime kelis apit#Zimus. Tiesig erdwe X su joje apibeZta norma yraor-
muota erdve. Pilna normuota erdvvadinamaBanacho erdve. Pilna normuota erdv
Su joje apibezta skaliarine sandauga vadinaHi#berto erdve.
Ly (9), 1 < p < oo —m&iujy srityje2 funkcijy, turiniy baigting norma

1/p
o) = ( [ lutar az) ™.
Q

Banacho erds. Kaip = 1, Banacho erdvé.; (Q2) ZzymésimeL(£2) . Jeiguu € L(Q),
tai sakysime, kad. yra sumuojama srityj€ funkcija. Kaip = 2, erdwe Ly(Q2) yra
Hilberto erdwe. Skaliarine sandauga joje galima apitr taip:

(u,v) = /u(x)@dx, Yu,v € La(2).
Q

Lp.10c(£2) — meiyjy ir lokaliai integruojamy laipsniw srityje Q2 funkcijy tiesirg
erdwe. ErdveL joc(€2) ZymesimeLio.(€2) .
Lo (©2) — m&iyjy srityje 2 funkcijy, turinCiy baigtine norma

|ullr . (@) =vraisup |u(z)],
e

LAibe Q C R™ yra kompaktas, jeigu ji yra apeZta ir uzdara.
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Banacho erde. -
Ck(Q) — tolygiai tolydZiy uzdaroje srityj€ (sritis gali kuti ir neapgzta) funkcijy,
turinCiy tolygiai tolydZias dalines iSvestines ikiosios eies imtinai ir baigtine norma

lull oy = D sup | D%u(z)],

o<k *

Banacho erde.

Ck(Q) — tolydziy srityjeQ funkcijy, tuririy tolydZias dalines idvestines ik
0sios eiés imtinai, aife.

C>(92) — be galo diferencijuojamy srityje funkcijy aibe.

supp u — funkcijosu atrama, t.y. aites{z : u(xz) # 0} uzdarinys erdgje R".
Funkcijau yra finicioji srityje 2, jeigusupp u yra kompaktas isupp u C 2.

Cg° () — be galo diferencijuojamy fidiy srityje 2 funkcijy aibe.

osc {u(x); Q} — funkcijosu svyravimas srityje €2, t.y. skirtumas targup u(z) ir

Q

1gf u(x).

Sakysime,S yra pavirgius klassC¥, jeigu kiekvieno jo tasko aplinkoje jj galima

apibrezti lygtimi
Yn = f(yla cee 7yn—1)a

kurioje f yra klagsC* funkcija, y1, s, - . . , y» — Vietine ortogonali koordin&y sis-
tema, asig,, nukreipta normais kryptimi, o adyg;, . . ., y,—1 Yyra lieCiamojoje ploks-
tumoje. PavirSiy klaasC! vadinsimeglodZiuoju paviriumi.

Sakysime, funkcijau srityje Q tenkinaHelderio salyga su rodikliu A € (0, 1] ir
Helderio konstantd/, jeigu

(), = sup {p~rosc{u; Q,}} =M, p < po;

Cia$, yra srities(2 ir rutulio, kurio spindulysp, sankirta, o supremumas imamas pagal
Q.
Jeigu sritieq krastas yra pakankamai glodus, pavyzdziui, &8!, tai (u)3 ga-

lima apibeZzti ir taip:

- |u(z) — u(y)]
u = su T T T —
< >Q :n‘yEI)SZ ‘x - y‘)\
lz—y|<po

Ck*+2(Q) —tolygiai tolydZziy uzdaroje srityj€ funkcijy, turintiy tolygiai tolydzias
dalines iSvestines iki-osios eies imtinai ir baigtine norma
k

lullcxs@ = D supDu(@)] + 3 (D" wa,
|a|=0 la|=k

Banacho erde. Sakysime, kad funkcija priklauso aibeiCk**(€2), jeigu ji priklauso
erdveiCk+* (V) kiekvienoje grieztai vidigje srityjeQ’ C Q.
Atstumas tarp dviejy tasky erdie R™
n 1/2

2=yl = (D (@i~ v.?)

i=1



10 1. PAGRINDINES SAVOKOS

Jeigu() yra kokia nors sritis ercejeR™, tai jos skersmuo

diamQ = sup |z —yl.
z,ye

TeguQ@ yra kokia nors aib erdejeR". Tada taSkar € R™ atstumas iki aibsQ
dist{z,Q} = inf |z — y|.
ist{z,Q} = Inf o —y|
JeiguF ir @ — dvi aibes erdejeR", tai atstumas tarp jy
dist {E£ = inf —yl.
B QY= ol Y]

Teguz € R™. Rutulj, kurio centras yra taskeir spindulysr, ZymesimeB,.(x),
t.y.
B(z)={yeR": |z —y| <r}.

Sfera, kurios centras yra taSker spindulysr, ZymesimeS,.(z), t.y.
Spe(z) ={y eR" : [z —y| =1}

Jeigu taSkas sutampa su koorditay pradzia, t.yx = 0, rutulj] B,.(z) ir sferaS,.(x)
Zymesime trumpiau B, ir S, o rutulio B,. turj ir sferossS,. plota — atitinkama|B,.|
ir |Sy|.

Suskatiuosime sferos,. plota ir rutulio B,. turj. SferosS,. ploto elementas

s = ! day - - dap_1;

2 _ 2 2
\/7’ L1 Th-1

n
Ciar? = Y 2?. Tegury = ra, xa = rv/1 —a?ys, ..., z, = V1 — a?y,. Tada
i=1

ds =r""'(1 —a2)nT_3da dyz - dyn— )
\/1—3/%_"'_9721—1
IS Sios lygykes iSplaukia, kad
S| = r"7HS],
1 1
15, = |ol|/(1—a2)"7’3da=2|al|/(1—a2)"%°’da; (1.2)
—1 0

gia |01 | — vienetires sferos ercgjeR" " plotas.
Rutulio B, turis

r

|B,| = //der: |51|/7“"_1dr: %
03, 2
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Suskatiuosime vienetias sferos plota. IS pradziy pasésime, kad

400
/e_lg“l2 dx = (/ e ds) = 7"/2,
R™ —00

Ta patj integrala susk&iuosime kitu ludu.

/e‘lwl2 dx = //6_72 dS,dr = //e_"zr"_l dSqdr =
0 S, 0 S

R™

T o 1 T B _ 1
=|su/e—”r" 1dr=§|sl|/e o dp = ST (n/2).
0 0

Sulygine Siuos reiskinius, gausime
|S1] = 2r"/2p 1 (n/2);

Cia -
I'(s) = /e*I;L'S*1 dx
0

yra gama funkcija.

Kiekviename skyriuje yra sava formuliy, lemy, teoremy ir paveikglnumera-
cija. Pirmasis sk&ius nurodo skyriaus, o antrasis — forresll lemos, teoremos arba
paveikslelio numerj. Teoremos arba lemos jrodyma @sade zenklw. |rodymo
pabaiga zyrasime Zenkluw. Be to, kartais naudosime tokius Zenklds= egzistuoja;
V — su visais; «— - tada ir tik tada;,— — konverguoja, arba agja; = — tolygiai
konverguoja; b.v. — beveik su visais (beveik visiems).
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1.2. KAI KURIOS DAZNAI VARTOJAMOS NELYGYBES

1. Tegup > 1. TadaVa, b € R' yra teisingalungo nelygyke:

1 1 / 1 1
lab] < —lal? + = [b]"", -+ =1 (1.3)
p p p p
< Jeigu bent vienas iS$ slk@i a arbab lygus nuliui, tai Jungo nelygybyra akivaizdi.

Tarkime,b # 0. Tada (1.3) nelygybe galima perraSyti taip:
/ 1 / 1
lab' =P | < =|a|?[b| P + —.
p p

Pazyniakime|a\|b\1*1" =t Tada|a|P|b|*P' = tP, ir pastaraja nelygybe galima per-
raSyti taip:

1 1

—tr+— —t>0. (1.4)

p p

Funkcija

1 1
ft)=—-tr + = —t
(t) P

turi vienintelj minimumo taska = 1, kuriame ji lygi nuliui. Tocl (1.4) nelygyle yra
teisingavt > 0. Kartu yra teisinga (1.3) nelygghr

I $vada. Pakartoje Jungo nelyggjrodyma sandaugai - ¢~'b, gausime ne-
lygybe

e P /p

jabl < lafP + S——[b”, Ve >0, (1.5)
p p
kuri, kaip = 2, virsta nelygybe
ab] < SJal + S b2, Ve > 0. (1.6)
-2 2

2. Tegup > 1. Tadavf € L,(Q) ir Vg € L,/ (2) yra teisingaHelderio nelygyte:

| [ @) de| < £l 0l 0 (L.7)
Q
< Laisvai pasirenkame sl@i ¢ > 0. Remiantis Jungo nelygybe,
1 Ep P 1 p/
[fgl =lefe™ gl < —|fIP + ——lgl”, Ve >0.
p pe

Reiskinys deSigje Sios nelygybs pugje yra integruojama srityj@ funkcija. Tockl
funkcija f ¢ taip pat yra integruojama ir

P 1
| [ oad| < [1591d2 <= [ifracs

p pe
Q Q Q

= g” dz, Ve > 0.
Q
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Jeigu|| f|lr., ) = 0, tai f(z) = 0 b.v. = € Qir (1.7) nelygyke yra akivaizdi. Tegu
I fllz, ) # 0. Imkime
= 715 g7
Tada . X
’/fgdl" < 1;||9||LPI(Q)||f||Lp(Q) + Z7||f||Lp(Q)HgHLp/(Q) =
Q

= ||fHLp(Q)||g||Lp/(Q)~I>

Taikant matematigs indukcijos metoda, Jungo ir Helderio nelygybes galima api-
bendrinti. Tiksliau, yra teisingos tokios nelygd

Al |
\a1~...'aN\§Zf|a¢pl
iz Pi

‘/fl’-n'dem’ < ﬂ“fi”Lpi(Qﬁ

Q i=1
Giaa; €RY, f; € Ly, (Q), pi > 1, Vi=1,2,.. Nzrz
3. Tegup > 1. Tadav'f, g € L,(Q2) yra telsmgaMmkovsklo nelygyle:
1f+ 9l < 1flli,@ + 19l @)- (1.8)
< Jeigu|| f + gll, (o) = 0, tai (1.8) nelygyk yra akivaizdi. Tegu
If +gllL, @) # 0.
Kadangif + g| € L,(Q), tai | f + g[*/*" € L/(Q). Beto,p/p =p—11ir
[f +alP < (1f1+ lgDIf + g7~

Pritaike sandaugoni§||f + g|P~1ir |g||f + g/~ Helderio nelygybe, gausime jver-
cius:

/|f||f+g|” Ldw < | f eyl + 912/,

/ Jgllf + 9P da < llgloel + g7/
IS jy iSplaukia

1f+9l7 ) = /|f+9\p da < (|| flle, @) + lglle, @) )||f+9pr(Q

Padalije abi Sios nelygys puses i§f + gl|€{f(’;2), gausime (1.8) nelygybe.



14 1. PAGRINDINES SAVOKOS

4. Teguf) yra apeZzta sritis erdgjeR". Tadavy € R" yra teisinga nelygyb

2diam Q)" ¢
/\x—y|_€dm§|51|%, 0<e<n. (1.9)
Q

< Jeigudist (y, ) > diam Q = d, tai
|51

1
_ —Ed <_Q<—dn—€
[le=slear< Ljof<
Q

ir (1.9) nelygyle akivaizdi. Tegulist (y, ) < d. Tada2 C Bay(y) ir

2d

2dn76

Jl-sas [ \x—y|*€dx:|sl|/r”+€dr:|sl|( i
Q 0

n—e¢
Baa(y)

Taigi Vy € R" yra teisinga (1.9) nelygyh >
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1.3. KAIKURIE MATEMATIN ES IR FUNKCINES
ANALIZ ES TEIGINIAI

Tegu() — apeZta sritis erdgjeR", S = 90 — dalimis glodus pavirSius (komtas), o
funkcijaw € C'(Q) . Tada yra teising@auso—Ostrogradskio formule:

/wguk (x)dx = /w(x) cos(ng,xg)dS, Vk=1,2,...,n; (1.10)
Q S

Cia n — iSorinis srities2 atzvilgiu vienetinis norma&s vektorius pavirSiuje. Jeigu
Sitoje formukje paimsimew = wwv, u,v € C1(Q), tai gausimeintegravimo dalimis
formule:

/uzkv dx = /uv cos(n, xy) dS — /uvmk dz. (1.11)
Q S Q

Tuo atveju, kai viena iS funkcijuy arbav pavirSiujesS lygi nuliui, integravimo dalimis

formule suprasdja ir ja galima perraSyti taip:

/uwkvdaj = —/uvl.k dr. (1.12)

Q Q

TeguX — Banacho erdw, Q C X. Aibe Q) yrasalyginis kompaktas erdwejeX, jeigu
iS bet kurios jos sekos galima iSskirti konverguojantj posek;.

TeguX,Y — Banacho erdes. Operatoriug : X — Y yra apréZtas, jeigu jis bet
kokia apeZzta aibe erdsje X perveda | apgzta aibe erdsjeY. OperatoriusA : X — Y
yra visiskai tolydus (kompaktinis), jeigu jis bet kokia apgZta aibe erd®je X perveda |
salyginj kompakta ercejeY.

TeguX,Y —tiesires erdes. Operatoriug : X — Y yratiesinis, jeigu

A(Ar + py) = Ma + pAy, Vo,y € X, A, p e R.

JeiguA : X — R, tai sakysime, kad operatoridsyra funkcionalas.

TeguX — Banacho erdw, A : X — X — tiesinis apeZtas operatorius. Sakysime,
kad skatius \ yra operatoriaug\ tikriné reikSmé, o elementas: € X — ja atitinkanti
tikriné funkcija, jeigux yra netrivialus lygties

Az = \x

sprendinys erdeje X. Sakysime, kad skaius ;. yra operatoriaus\ charakteristiné
reiksmé, jeigu lygtis
Az =x

turi netrivialy sprendinj erdeje X.

TeguX — tiesire erdwe. Visuma tiesiniy funkcionaly, apiezty erdeje X, vadi-
namajungtine erdve. Ja ZynesimeX*.

TeguA : X — Y yra tiesinis operatorius iy € Y*. Tadag(Ax), Vo € X yra
tiesinis funkcionalas, apibetas erdgje X. Kiekviena funkcionalagg € Y* atitinka
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funkcionalasf € X*. Si atitiktis apibeZia operatoriy, veikiantj is erégY* j erdve
X*. Gautas operatorius vadinamas jungtiniu operataiulj ZymesimeA*.

Tegu X — Banacho erdy, A : X — X — tiesinis visiSkai tolydus operatorius,
A* : X* — X* —jungtinis operatorius. Siuo atvei* taip pat yra Banacho eréyo
A* — visiSkai tolydus operatorius.

1.1 teorema. Lygtis
r—Azr =y, yeX, (1.13)

turi sprendinj erdvéje X tada ir tik tada, kai f(y) =0, Vf € X* :
f—A*f=0. (1.14)
ISvad a. Jeigu (1.14) lygtis turi tik trivialy sprendinj, tai (1.13) lygtis turi spren-
dinj vy € X.
1.2 teorema. Homogeninés lygtys
x— Az =0, (1.15)
f-A"f=0
turi vienoda skaicCiy tiesiskai nepriklausomy sprendiniy.
1.3 teorema. Nehomogeniné (1.13) Iygtis turi sprendinj Yy € X tada ir tik tada, kai
homogeniné (1.15) lygtis turi tik trivialy sprendinj. Be to, jeigu (1.15) lygtis turi tik
trivialy sprendinj, tai (1.13)lygtis Vy € X turi vienintelj sprendinj ir operatorius (I —

A)~! yra apréZtas. Tuo atveju, kai (1.15) lygtis turi netrivialy sprendinj, bendrajj
(1.13)lygties sprendinj galima iSreiksti formule

T =x0+ 2]
Gia: o' — atskirasis (1.13)lygties sprendinys, o xo — bendrasis (1.15)lygties sprendinys.

1.4 teorema. Tegu A : X — X yra tiesinis visiskai tolydus operatorius. Tada

.....

.....

2. Jeigu skaiCius A # 0 yra operatoriaus A tikriné reikSmé, tai jg atitinkanciy
tikriniy tiesiskai nepriklausomy funkcijy aibé yra baigtiné.

Sios keturios teoremos yra tiesiniy integraliniy dig teorijoje zinomy Fredholmo
teoremy analogas. Tétjas tiesiog vadinsimé&redholmo teoremomis.
TeguQ2 C R", Q C R™, apztos sritysk € Ly(2 x Q) ir

Ku= [ Ko yuly)dy, = €9
Q

(tokie operatoriai vadinanfiilberto—Smito operatoriais.
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1.5 teorema. Tegu k € L2(Q2 x Q). Tada operatorius
K: L(Q) — La(Q)
yra visiskai tolydus.

TeguH yra Hilberto erde. ApreZtas tiesinis operatorids: H — H yrasavijungis,
jeiguA = A*, ty. jeigu

(Az,y) = (z,Ay), Vz,ycH.

1.6 teorema. Tegu H yra Hilberto erdvé ir A : H — H — savijungis visiSkai tolydus
operatorius. Tada operatorius A turi bent vieng tikring reikSmeg.

Tegu{\;} yra tikriniy operatoriaug\ reikSmiy sistema,
N, ={z €X: Az = \z}.
Jeigu)g = 0 yra tikriné operatoriaud reikSne, tai

No={xeX: Az =0}

1.7 teorema. Tegu H yra Hilberto erdvé ir A : H — H — savijungis visiSkai tolydus
operatorius. Tada

H=No®» Nj
i
¢ia @ — tiesioginé suma.

1.8 teorema. (Ryso)Tegu f — tiesinis apréZtas (tolydus) funkcionalas Hilberto erdvéje
H. Tada egzistuoja vienintelis elementas xo € H toks, kad

f(z) = (x,20), Vo € H, (1.16)

ir |||l = l|zol|- Atvirksciai, (1.16)1ygybé Vao € H apibréZia tiesinj aprézta (tolydy)
funkcionalg f : || f|| = ||zo]|-

TeguX,Y — Banacho erdes,L(X, Y) — tiesiniy tolydZiy operatoriy, veiki@m is
erdwesX | erdveY, aibe. Aibe L(X,Y) su joje apibezta norma

[All = sup [|Az], AeL(X)Y)

llzll<1

yra normuota erd®. Jeigu operatorius € L(X, X), tai jo norma Zymsime||A|x.

1.9 teorema. Tegu X, Y ir Z — Banacho erdvés, A € L(X,Y),B € L(Y,Z). Jeigu
bent vienas i operatoriy A arba B yra visiSkai tolydus, tai jy sandauga BA yra visiskai
tolydus operatorius, veikiantis is erdvés X | erdve Z.
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1.10 teorema. Tegu A, A,, € L(X,Y) ir operatoriai A,,, VYn = 1,2, ..., yra visiSkai
tolydis. Jeigu ||A,, — A|| — 0, kai n — oo, tai operatorius A taip pat yra visiskai
tolydus.

Sity teoremy jrodyma galima rasti [9], [10] knygose.
Funkcijau yra absoliéiai tolydi segmentéu, b], jeiguVe > 0 galima rasti skaiy
0 > 0 tokj, kad bet kuriam baigtiniam segmerijtg b] skaidyniui

a<m<z)<... <z, <z, <b

teisinga nelygyb

m

1) Sl <=,

jeigu tik

m

Z(mi —x;) < 0.

i=1

Sioje knygoje daznai vartosime kita ekvivalenty apibma (zr. [8], [21]): api-
brézta segmentgy, b] funkcija u yra absolidiai tolydi, jeigu egzistuoja funkcija €
L(a, b) tokia, kad

x

u(z) = ula) + /v(y) dy, Yz € [a,b].

a

Be to, b.v.z € [a, b] funkcijau yra diferencijuojama it/ (z) = v(x).
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1.4. INTEQRALINIAI OPERATORIAI SU SILPNA YPATUMA
ERDVESEL,(Q) IR C(Q)
Teguf) — apeZta sritis erdgjeR"; k(z, y) — m&ioji ir apréZta srityje? x Q funkcija;

k(z,y)

)
|I‘— ‘n a

K(z,y) = € (0,n).

Jeigu Sios salygos patenkintos, tai sakysime, kad

Ku= [ K(z,y)u(y)dy
/

yra integralinis operatorius silpna ypatuma.

1.11 teorema. Tegu K yra integralinis operatorius su silpna ypatuma. Tada jis yra
visiSkai tolydus operatorius, veikiantis i§ erdvés Lo () | erdve Lo (92).

< Teguu € Ly () ir v = Ku. Panaudoje Helderio nelygybe, gausime

/2
(@)l < /|ny|dy /|ny|u<>dy) <

zEQ

sup/\K (z,y)| dy /2<Q/IK(may)|u2(y) dy)w-

Kaire ir deSine Sios nelygs puses keliame kvadratu ir gauta nelygybe integruojame
sritimi §2. Tada

/ d:p<sup/|ny|dysup/|ny|dac/ 2y dy.  (1.17)

zEQ
Q

Kadangi funkcijak yra apeZta, tai egzistuoja konstantatokia, kad

/\Kfcy\dy<0/| |na_

d
<C / e = 0|81 |d (1.18)
|z —y["—e
lz—y|<d

Ciad = diam Q. 1S Sio jvecio ir (1.17) nelygyles iSplaukia
KL, () < ClS1]d"/a. (1.19)

Taigi operatoriug : Lo(2) — Lo(2) yra apgZtas.
Pastab a. Jeigu funkcijii (z,y) = 0, kai|z — y| > ¢, tai

1K, o) < C|S1]e”/a.
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Tegu¢ € C*°[0, 00) yra funkcija, tenkinanti salyga<;(t) = 1, kait € [0,1/2],
¢(t) =0,kait > 1,ir 0 < ¢(¢) < 1. OperatoriyK iSskaidysime j dviejy operatoriy
suma

Ku=K.u+ Kfu;

Cia:
K.ou = /K(x, Y)¢ (e = y|)uly) dy,

Q

Keu= [ K(o.p)(1 = ¢ = ol) ) dy.
Q

KadangiK (z,y)¢ (et — y|) = 0, kai|z — y| > ¢, tai
IKellL, ) < C|S1[e”/a.
Operatoriaud® branduolys yra a@Zta srityjef) x €2 funkcija. 15 tikryjy
K(z,y) (1= C(e e —yl)) =0,

kai |z —y| < e/2,ir

[Ka) (1= = w)| < e < 020"

kai |z — y| > ¢/2. Kadangi sritis(2 yra apeZta, tai operatoriauKEv branduolys yra
sumuojama kvadratu funkcija. Teboperatoriud®, kaip Hilberto—Smito operatorius
(zr. 1.5 teorema), yra visiSkai tolydus eajeL,(£2) . Be to,

K =KL, ) = K" [[Ly (@) < ClSi[e®/ar— 0,

kaie — 0. Taigi operatoriyk galima aproksimuoti visiSkai tolydzZiais operatori&is.
Remiantis 1.9 teorema, operatorikig/ra visiSkai tolydus erdsje Lo (2) . >

1.12 teorema. Tegu K yra integralinis operatorius su silpna ypatuma, o funkcija k yra
tolydi kintamojo x atZvilgiu srityje Q \ {y}. Tada jis yra aprézZtas erdvéje C(2) ir

IKll¢@) < ClSi1dY/a. (1.20)

< Tegu

v(x) = /K(x,y)u(y) dy, ueC(Q), =z, €Q
Q

ir 2/ — x. Tada

v(z) — v(a)] < / K (2,9) — K (2, y)|Ju(y)| dy =
Q
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= / |K (z,y) — K(2',y)||u(y)| dy + / |K (z,y) — K(',y)||u(y)]| dy,
B,(xz)NQ Q\B,(z)

Vp > 0. Paskutinius du integralus pazgsime atitinkamal; ir I,. Kadangiz’ — =z,
tai galime imtiz’ € B,,(z). |vertinsime integralug; ir I.

dy dy
Ilngalc\u(yﬂ(/ |x7y|nfo¢+ / |:C/,y|n*04>S

yeN
B,(z) B, (x)
d d
< Cma}lﬂ(y)l( / e / T yn—a) B
B,(x) Ba, ()
= €' max fu(y)| (°[S1/a+ (20)°11]/a).
ye

ILy< sup |K(z,y) - K(z/,y)| max |u(y)[|€2].
yEQ\ B, (2) yeh

Laisvai pasirenkame skiij ¢ > 0. Skatiy p > 0 fiksuojame taip, kad ity

patenkinta nelygyb
Il S 5/2

Tokj p parinkti galima, nes: > 0 ir funkcija v yra apeZzta. Kadangi funkcijd((z, y)
yra tolydi, kaix # y, tai egzistuoja skaiusp’ < p toks, kad

IQ S 6/2,
jeitik |z —a'| < p'. Tockél
lv(z) —v(z')| <e, Va' € By

irve C(Q). Beto,

max |v(z)| < max Ju(y)| sup / K (2, )| dy <
€N yeQ mGQQ

< max [u(y)| C[S1]d* /. >
yeQ

Pastaba.I81.12 teoremos jrodymo iSplaukia, kad integralas

o(z) = / K (2, y)u(y) dy
Q

yra tolydi uzdaroje srityjé2 funkcija, jeigu funkcijau yra tik apezta.

1.13 teorema. (apie integraliniulygCiy sprendiniy gloduma) Tegu K yra integra-
linis operatorius su silpna ypatuma, f € C(€2) ir u yra lygties

u—Ku=f (1.21)

sprendinys erdvéje Lo (Q) . Tadau € C(Q).
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< Perrasysime (1.21) lygtj taip:
u—Keu=f+Ku:=g°(u), &>0;

CiaK. ir K¢ —apibiZti 1.11 teoremoje integraliniai operatoriai.

Teguw yra (1.21) lygties sprendinys eréje Lo (£2). Operatoriau€k* branduolys
K¢(x,y) yra tolydi (netgi, kaiz = v) funkcija. Tocel K°u € C(Q). Sito teig-
inio jrodymas yra visiSkai analogiSkas 1.12 teoremoje pateiktam funkcijolydumo
jrodymui. Remdamiesi juo, galime tvirtinti, kagf (@) € C(€). Toliau nagriresime
dvi lygtis:

u—Keu = ¢° (@), u € La(Q), (1.22)

u—Keu = g°(a), u€ C(Q). (1.23)

Operatoriaus<. norma erdeseL,(9) ir C(Q2) nevirijaC|S; |e*/a. Skatiy e
parinksime taip, kad’|S;|e®/a < 1. Tokiame operatoriudl, yra suspaudziantysis
operatorius erdeseL(€2) ir C(Q) . Todel (1.22) lygtis turi vienintelj sprending; ¢
L2(9), 0 (1.23) lygtis turi vienintelj sprendinii, € C(Q) . Kadangi funkcijai taip
pat yra (1.22) lygties sprendinys, tai = . Be to,us € Ly(2) . Todel funkcija us

yrair (1.22) lygties sprendinys. €&@u tadai = u; = ug € C(Q2) . >



