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Die leitenden Gesichtspunkte.

1. Eine prinzipiell strenge Darstellung hat erst fur den

welter Fortgeschrittenen Wert. Dem Anfanger ist

besser gedient mit einer Behandlung, welche die

verschiedenen Seiten des Stoffes zur Geltung

bringt. DemgemaB 1st die ,,Projektive Geometrie&quot;

nicht rein vom Standpunkte der Geometrie der Lage

aus durchgefiihrt, sondern es wird auch der Begriff

des Doppelverhaltnisses benutzt. Yiele Beweise lassen

sich dann auch einfacher durchfuhren als bei der

rein konstruierenden Methode.

2. Auf anschauliche Konstruktionen, sowie konstruktive

Durchfuhrung der Figuren und Aufgaben ist jedoch

ein Hauptgewicht gelegt.

3. Die Raumgeometrie ist prinzipiell von der ebenen

Geometric nicht zu trennen. Denn die neuere Geo

metrie soil insbesondere auch das Anschauungsver-

mogen ausbilden. Dies ist schon erforderlich fiir die

Figuren der ebenen Geometrie, um die Strahlen,

Punkte usw. bei ihrer Bewegung zu verfolgen.

4. Fiir gewisse Begriffe und Beweise nmB auf die ana-

lytische Geometrie verwiesen werden, so z. B. bei

der Ordnung und Klasse einer Kurve. Ebenso er-

bringt erst die Rechnung die Beweise, daB die durch

projektive Grundgebilde erzeugten neuen Gebilde die

allgemeinen ihrer Art sind.

5. In dem zu Gebote stehenden Raum konnten nur die

wichtigsten und in erster Linie die projektiven Eigen-

schaften zur Sprache kommen. Metrische Beziehungeu

bei Kegelschnitten, die Kreispunkte, Brennpunkts-

eigenschaften usw. finden ihre Behandlung ohnedies

passender in der analytischen Geometrie.



I. Abschnitt.

Die perspektive Be/iehung der Grundgebilde.

1. Die Grundgebilde.

1. Die projektive (neuere, synthetische) Geometrie

wurde nacli mancheiiei Ansatzen aus friiherer Zeit in

der ersten Halfte des 19. Jahrhunderts zu einem System

ausgebaut und zwar in Frankreich durch Poncelet

und Chasles, in Deutschland durch Mobius, Pliicker

und namentlich durch Steiner und v. Staudt Von

der Geometrie der Alten unterscheidet sich die neuere

Geometrie vor allem dadurch, daB sie von gewissen

einfachen ,,Grundgebilden&quot; ausgeht und aus ihnen in

einheitlicher, systematischer Weise alle iibrigen geo-

metrischen Glebilde ableitet.

Die Grundgebilde erster Stufe.

2. Die ,,Elemente&quot; der Geometrie sind der Pimkt,

die Ebene und die Gerade. Diese letztere nennen wir

Strahl, wenn sie bloB als Ganzes betrachtet wird. Aus

diesen drei Elementen werden die Grundgebilde der

neueren Geometrie in folgender Weise zusammengesetzt.
Denken wir uns eine unbegrenzte Gerade g, so enthalt

dieselbe unendlich viele Punkte, die wir uns auf ihr

aufgereiht denken, etwa wie Perlen auf o
:

ner geradc

gespaimten Schnur. Die Gerade, atifgefaBt als Inbegriff

aller ihrer Punkte, bezeichnen wir als gerade Piuiktreihe
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oder kurz als Punktreihe. Weil die Pimkte auf der Ge-

raden angeordnet sind, nennen wir die Gerade den Triiger

der Punktreihe. Das erzeugende Element der Punktreihe

1st also der Punkt.

Durch eine Gerade kann man unendlich viele

Ebenen legen, annaherungsweise wie die Blatter eines

aufgeschlagenen Buches. Die Gesamtheit der Ebenen,

die durch eine Gerade hindurchgehen, nennen wir einen

Ebenenbiischel.

Die Gerade heiBt der Triiger oder die Achse des

Ebenenbiischels. Als erzeugendes Element client in diesem

Falle die Ebene.

Nehmen wir endlich eine Ebene e und in ihr einen

Punkt S, so konnen wir in dieser Ebene unendlich viele

Gerade oder Strahlen ziehen, die iiberdies durch S gehen,

ahnlieh wie die Speichen eines Rades. Den Inbegriff

aller dieser Strahlen nennt man einen Strahlenbiischel.

Der Punkt S heiBt der Mittelpunkt des Biischels. Als

erzeugendes Element ist hier die Gerade, d. h. der Strahl,

verwendet.

Die Punktreihe, der Ebenenbiischel und der Strahlen-

biischel heiBen die Grundgebilde erster Stufe oder die

einformigen Grundgebilde.

Die Grundgebilde zweiter Stufe.

3. Gehen wir aus von einem Pimkte S im Raumc,

BO gibt es durch ihn unendlich viele Strahlen und

Ebenen. Den Inbegriff aller dieser Elemente bezeichnen

wir als Biindel und zwar als Strahlenblind el oder

Ebenenbiindel, je nachdem wir Strahlen oder Ebenen

als Elemente wiihlen. Der Punkt S heiBt der Mittcl-

punkt des Bimdols. Eine Ebene des Strahlenblind els S

erzcugt durch dio Strtihlen des SU;ihlciibiischeis,
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der in dicser Ebene liegt und S zum Mittelpunkt hat.

Im Ebenenbiindel dagegen 1st jeder Strahl aufzufassen

als Achse eines Ebenenbiischels, dessen Ebenen samt-
lich dem Biindel angehoren. Es enthalt demnach der
Biind el unendlich viele Strahlenbiischel und Ebenen-
bilschel.

Betrachten wir ferner eine unendlich ausgedehnte
Ebene s mit alien in ihr gelegenen Punkten und Ge-

raden, so nennt man den Tnbegriff aller dieser Elemente
ein ebenes System oder ein Feld. Wir sprechen von
einem Punktfeld oder einem Strahlenfeld

, je nachdem
wir die Punkte oder die Strahlen im Auge haben. Im
Punktfeld sind die einzelnen Geraden aufzufassen als

Punktreihen, im Strahlenfeld die einzelnen Punkte als

Strahlenbiischel. Das ebene System enthalt unendlich
viele Punktreihen und Strahlenbiischel.

Der Biindel und das ebene System bilden zusammen
die beiclen Grundgebilde zweiter Stufe. Sie enthalten
unendlich viele Grundgebilde erster Stufe.

Das Grundgebilde dritter Stufe.

4. Als Grundgebilde dritter Stufe konnen wir den

ganzen, unendlichen Eaum mit alien in ihm enthaltenen

Punkten, Ebenen und Strahlen bezeichnen. Jeder seiner

Punkte kann als Mittelpunkt eines Biindels, jede seiner

Ebenen als Trager eines ebenen Systems, jeder seiner

Strahlen als Achse eines Ebenenbiischels oder als Trager
einer Punktreihe genommen werden.

Die Gesamtheit von unendlich vielen, durch irgend
ein geometrisches oder analytisches Gesetz definierten

Elementen irgendwelcher Art heiBt eine Mannigfaltig-
keit. Demnach sind die Grundgebilde Mannigfaltigkeiten
von Punkten, Ebenen und Stralden,
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Uin iibrigens schon durch die auBere Form der

Darstellung den Uberblick iiber die zu betrachtendon

Gebilde zu erleichtern, wollen wir fur die geometrischen
Eleraente eine bestimmte Art der Bezeichnun^
festhalten. Wir bezeichnen: Punkte durchweg mil

grofien lateinischen Buchstaben, z. B. A, B, P, S;
Gerade oder Strahlen mit kleinen lateinischen Buch

staben, wie a, b, g; Ebenen endlich stets mit kleinen

griechischen Buchstaben, z. B. a, /?, e.

2. Schneiden und Projizieren. Das Gesetz

der Dualitat.

Die Operation des Schneidens.

5. Zwei Gerade, die in einer Ebene liegen, oder

eine Gerade und eine nicht durch sie hindurchgehende
Ebene liefern einen Schnittpunkt; zwei Ebenen be-

stimmen eine Schnittgerade. Das neue Schnittelcment

ist nur dann nicht vorhanden, wenn die gegebenen
Elemente parallel sind. Diese spezielle Lage wollen wir

zunachst von der Betrachtung ausschliefieu. In jedem
der drei obengenannten Falle suchen wir ein Element,
das den beiden gegebenen Eleinenten gemeinsam ist.

Wir bezeichnen diese Operation als die des Schneidens

und miissen sie jetzt auch auf die Grundgebilde aus-

dehnen.

Betrachten wir einen Strahlenbiischel S (Fig. 1)

und eine Gerade g, die in der Ebene des Buschels

liegen, aber nicht durch seinen Mittelpunkt hindurch-

gehen moge, so konnen wir die Stralilen des Biischels

mit g zum Sclmitt briugen. Wir erhalten also auf g
eine Punktreihe, insofern jeder Punkt dieser Geraden

aJs Schnittpunkt von g mit einein Stralii des Buschels
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aufgefaBt werden kann. Dies driicken wir in derWeiso

aus, daB wir sagen: Die Gerade g schneidet den Biischel

S in einer Punktreihe.

Im gleichen Sinne sincl folgende Satze zu verstelien :

Bine Gerade schneidet einen Ebenenbiischel
,

desscu

Achse sie nicht trifft, in einer Punktreihe. Eine Ebene
schneidet einen Ebenenbiischel, dessen Achse sie nicht

enthalt, in einem Strahlenbuschel. Eine Ebene schneidet

einen Strahlenbiindel, durch dessen Mittelpunkt sie nicht

hindurchgeht, in einem Punktfeld. Es entstehen dem-
nach aus den Grundgebilden durch die Operation des

Schneidens auch nur wieder Grundgebilde.

Die Operation des Projizierens.

6. Zwei Punkte konnen wir durch eine Gerade ver-

binden, zwei sich schneidendc Gerade durcli eine Ebeno,
einen Punkt und eine nicht

durch ihn hindurchgehende
Gerade ebenfalls durch eine

Ebene. Wir bezeichnen diese

Operation als die des Pro

jizierens. Sie unterscheidet

sich iibrigens von der des

Schneidens nur durch die

Art der gegebenen Elemente.

Bei beiden Operationen aber

handelt es sich darum, daB man die gegebenen Elemente
als Trager von Grundgebilden betrachtet und ein diesen

Grundgebilden gemeinsames Element bestimmt.
Wenden wir nun auch die Operation des Projizierens

auf die Grundgebilde an. Es sei z. B. eine Punktreihe g
gegeben und ein Punkt S aufierhalb derselben (Fig. 1).
Dann konnen wir jeden Punkt von g mit S verbiuden
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und erhalten durch diese Verbindungsstrahlen den Strahlen-

biischel S. Von ihm sagen wir: er projiziert aus S die

Punktreihe.

Ebenso wird ein Punktfeld aus irgend einem, ihm
nicht angehorenden Punkte durch einen Strahlenbiindel

projiziert.

Die Operation des Projizierens kann auch von einer

Geraden aus erfolgen. 1st s irgend eine Gerade und g
eine Punktreihe, wobei g und s sich nicht schneiden, so

kann man durch die Punkte von g und durch s Ebenen

legen. Es wird also die Punktreihe g aus s durch einen

Ebenenbiischel projiziert.

Auch durch die Operation des Projizierens entstehen

somit aus den Grundgebilden wieder nur Grundgebilde.
Durch Projizieren und Schneiden gehen also die Grund

gebilde ineinander iiber.

Man kann nun eine Darstellung der Geometrie durch-

fiihren, bei der man bloB die Operationen des Projizierens
uud Schneidens benutzt, jede Abmessung aber, sei es von

Strecken, sei es von Winkeln, also auch jede Rechnung mit

solchen GroBen durchaus vermeidet. Das in dieser Weise

durchgefiihrte System geometrischer Untersuchung be-

zeichnet man als die ,,Geometrie der
Lage&quot; oder auch als

,,Projektive Geometrie&quot; und die dabei sich ergebenden Eigen-
schaften der Gebilde als ,,projekti \

T
C
U

. DiezweckmaBigsteArt

der Bchandlung dieser Geometrie wird die konstruierende

oder synthetische sein, doch bietet die moderne Mathematik

auch die Mittel zu einem analytischen Aufbau der pro-

jektiven Geometrie. Im Gegensatz zu diesen Unter-

suchimgsmethoden nennt man diejenige geometrische

Darstellung, welche von vornherein die Begriffe der Strecke

und des Winkcls cinfiihrt und auch die Beziehungen
zwischen diesen GroBcn in Betracht zieht, ,,metrische&quot;



2. Schneiden und Projizieren. Das Gesetz der Dualitat. H
oclcr ,,messende&quot; Geometric oder aucli ,,Geometrie des

Maiies&quot;.

Wir werden im folgenden nicht streng eine Methode
zur Durchfuhrung bringen, sondern, wie es fur den

Anfanger vorteilhafter erscheint, eine gemischte Methode
anwenden.

1st es moglich, aus zwei Elementen durch eine der

Operationen des Projizierens oder Schneidens ein neues
Element abzuleiten, sowollen wir diesletztereeinfacli durch

die inKlamraerngesetzten beidenElemente bezeichnen. Die

Verbindungsgerade zweier Punkte A und B nennen wir

demnacli (A B), wofiir wir auch haufig bloB A B schreiben,
wenn eine Yerwechslung init der Strecke AB ausge-
schlossen ist. Zwei sich schneidende Gerade a und b
bestimmen die Ebene (ab), eine Ebene a und eine Ge-
rade g den Scluiittpunkt (a g) usw.

Das Gesetz der Dualitat.

7. Denken wir uns zwei Ebenen e
l
und &, irgendwie

im Eaume angenommen und in der ersten zwei Punkte
A und B, in der zweiten zwei Gerade a und b gegeben. Dann
kounen wir A und B durch eine Gerade (A B) verbinden

und andererseits a und b in einem Punkte (a b) zum
Schnitt bringen. Der Operation des Projizierens, ange-
wandt auf zwei Punkte, ordnen wir dainit die Operation
des Schneidens, durchgefuhrt fiir zwei Gerade, zu. Liegen
in der ersten Ebene drei Punkte A, B, C auf einer Ge-
raden g, so konnen wir in der zweiten Ebene drei Gerade

a, b, c betrachten, die durch einen Punkt G gehen. AVenn
ferner in r

i zwei Gerade c und d einen Schnitt.punkt
bestimmen so steht dem die Tatsache gegeniiber, daU
zwei Punkte C und D in s., zur Konstruktion eincr

Verbindungslinie benutzt werden konnen.
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Nun woUen wir annehmen. wirhatten in derEbene
l

fiir irgend einen Satz der Q-eometrie der Lage den Beweis
erbracht. Es muB also in der Ebene s

1 eine Figur ge-
geben sein, deren Elemente durch reine Lagenbeziehungen
bestimmt sind, und aus diesen Bestimmungsstucken wird
durch irgendwelche wiederholte Anwendung der

Operations des Projizierens und Schneidens der Satz

abgeleitet. Dann mufi es aber moglich sein, zunachst in
der Ebene e2 eine entsprechende Figur anzulegen, indem
man immer Punkte und Gerade der s1 durch Gerade und
Punkte in e2 ersetzt, und auch der Beweis wird sich
Schritt fur Schritt (ibertragen lassen, sofern man nur,
wie oben erwahnt, die Operationen des Projizierens und
Schneidens vertauscht. Yon einer metrischen GroBe,
einem Winkel oder einer Strecke, darf natiirlich weder
in der Figur noch in dem Beweise des urspriinglichen
Satzes ein Gebrauch gemacht werden, da sich diese

Begriffe nicht durch die beiden Fundamentaloperationen
definieren und also auch nicht iibertragen lassen. Ein
Beispiel wird dies sofort klarmachen.

Nehmen wir an, es ware uns gelungen, folgenden
Satz zu beweisen: Auf zwei

Geraden g imd g 1 einer

Ebene sind beliebig je di-ei

Punkte A, B, C bzw. A
x ,
B

15

C
t gegeben (Fig. 2). Man

zieht die Verbindungslinion

(ABj), (AjB), (BCj), (BL C),

(CAj), (OjA). Fernerbringen

Fig. 2.
wir

(ABi) und (AA B) in

einem Punkte C2 , (BCj) und
(I^C) in A

2 , (CA t ) nnd^CjA) in B
2 zum Schnitt. Dann

Jie^en die drei Punkte A,, B,, C
2
auf einer Goraden

g,.
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Um die entsprechende Figur in der zweiten Ebene e2 zu

bilden, geben wir uns zwei beliebige Punkte G und G
t

(Fig. 3) und durch

jeden 3 Gerade a,

b, c bzw. &! bA Op
Wir zeichnen die

Schnittpunkte(ab1),

), (bci)&amp;gt; (
bi4

Es sei

die Yer-

Fig. 3.

Satz, das Gegenbild des

lerner

binduiigslinie von

(abi) und (^b), a
2

die von (bcj und

(^c), b 2
die von

(c ax ) und (qa).
Dann gehen die drei

(jeraden a
2 ,

b2 ,
a
2

durch einen Punkt

vorigen, kann man ohne weiteres als richtig aufstellen,

wenn der erste bewiesen ist. Man bezeichnet den

Zusammenhang ,
der zwischen den beiden Ebenen be-

steht, als das Gesetz der Dualitat oder Keziprozitat

(Poncelet 1822, Gergonne 1826).
Statt zweier Ebenen konnen wir aber auch eine Ebene

und ein Biindel in Beziehung setzen. Sooft wk einen Punkt

der Ebene insAuge fassen,wahlenwirtmBiindeleinen Strahl.
Der Yerbindungslinie zweier Punkte entspricht im Biindel

die Yerbindungsebene der zwei zugeordneten Stellen usw.

Eine dritte Fassung des Dualitatsgesetzes gewinnen wir,

wenn wir zwei Biindel dual aufeinander beziehen, wobei

dann den Strahlen und Ebenen des einen die Ebenen und

Strahlen des anderen zugewiesen werden. Endlich

brauchen wir uns nicht auf die Geometrie der Ebene
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oder des Bimdels zu beschranken, sondern kounen auch

im Raum eine solche Beziehung herstellen. Den Punkten

entsprechen in diesem Falle Ebenen iind der Operation

des Projizierens ,
welche aus zwei Punkten ihre Yer-

bindungslinie ableitet, ordnen wir die Operation des

Sclmeidens zu, bei welcher aus zwei Ebenen ihre Schnitt-

linie hervorgeht. Bei der Dualitat im Kaume geht also

eine Gerade wieder in eine Gerade iiber. Wir wollen

diese samtlichen Beziehungen in einer Tabelle zur Dar-

stellung bringen, indem wir immer zwei sich ,,dual
tc

entsprechende Begriffe oder Satze links und rechts auf

die gleiche Zeile setzen.

a) Duale Beziehung zwischen zwei Ebenen.

Punkt A
Zwei Punkte A und B

bestimmen eine Yerbin-

dungslinie (AB).
Drei Punkte A, B, C, die

auf einer Geraden g liegen.

Punktreihe g

Gerade a

Zwei Gerade a und b

bestimmen einen Sclmitt-

punkt (ab).

Drei Gerade a, b, c, die

durch einen Punkt G gehen.

Strahlenbimdel G
usw.

b) Duale Beziehung zwischen der Ebene und dem
Bundel.

Punkt A
Zwei Punkte A und B

bestiimnen eine Yerbin-

dungsgerade (AB).
Drei Punkte A, B, C, die

auf einer Geraden g liegen.

Punktreihe g

Strahl a

Zwei Strahlen a und b

bestimmen eine Yerbin-

dungsebene (ab).

Drei Strahlen a,b,c, die

in einer Ebene y liegen.

Strahlenbiischel y
usw.
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c) Duale Beziehung zwischen zwei Biiiuleln.

Strahl a

Zwei Strahlen a und b

bestimmen eine Verbin-

dungsebene (ab).

Drei Strahlen a, b, c, die

in einer Ebene / liegen.

Stralilenbiindel k

Ebene a
Zwei Ebenen a und

/?

bestimmen eine Schnittge-
rade (a $.

Drei Ebenen a, fa y, die

durch eine Gerade 1 gehen.
Ebenenbiischel 1

usw.

d) Duale Beziehung im Raume.

Punkt A
Zwei Punkte A und B

bestimmen eine Verbin-

dungsgerade (AB).
Drei Punkte A, B, C be

stimmen eine Ebene (ABC).

Drei Punkte A,B,C, die

auf einer Geraden g liegen.

Punktreihe g
Strahlenbiischel

Ebenenbiindel A

Ebene a
Zwei Ebenen a und

ft

bestimmen eine Schnitt-

gerade (a/J).

Drei Ebenen a, /$, y be

stimmen einen Schnitt-

pimkt (a, fa 7).

Drei Ebenen a, fa y, die

durch eine Gerade 1 hin-

durchgehen.

Ebenenbiindel 1

Strahlenbiischel

Punktfeld a
usw.

Die in der letzten Zeile gegebene Zuordnung stimmt
uberein mit der unter b) direkt abgeleiteten. Projiziert
man zwei nach a) dual aufeinander bezogene ebene Systeme
aus zwei Punkten, so erhalt man die in c) behandelten
dualen Biindel. In gleicher Weise kann man natiirlich

auch eine Ebene oder einen Biindel dual auf sich selbst

beziehen.
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Weitere Beispiele.

8. Einige weitere Beispiele mogen zur Erlauterung

dienen. In der namlichen Ebene seien zwei Dreiecke

A! B! G! und A^ B2
C

2
so gezeichnet, daB die Yerbindungs-

linien (AjA^), (B1
B

2 ), (C^) durch einen Punkt S laufen

(Fig. 25). Als bewiesen werde nun vorausgesetzt, daB dann

die Seiten (A^) und (A2
B

2),
ferner (A^) und (A,C2 ),

endlich (B^) und (B2C2 )
sich bzw. in drei Punkten

schneiden, die auf einer Geraden s liegen. Bilden wir,

unter Anwendung des Dualitatgesetzes a) der Ebene, zu

diesem Satze den entsprechenden. Dann haben wir aus-

zugehen von zwei Gruppen von je drei Geraden a^ , % ,
a3

und D! ,
b
2 ,

b3 ,
also von zwei Dreiseiten, welche so liegen,

daB die drei Schnittpunkte (a,^), (bAb2 )
und (c^) einer

Geraden angehQren, und wir konnen behaupten, daB die

Schnittpunkte (a^) und (a^), ferner (a^) und (a^Cg),

endlich (b^) und (bgCg) drei Yerbindungslinien liefern,

die durch einen Punkt laufen. In diesem Falle gibt also

die duale &quot;Obertragung des Satzes gerade dessen Um-

kehrung. Unter Anwendung der in b) besprochenen
Dualitat hatten wir aus dem ursprunglichen Satze einen

neuen iiber zwei einem Biindel angehorende Dreikante

ableiten konnen.

Wir werden im folgenden vielfach Gelegenheit haben,

namentlich das Dualitatsgesetz der Ebene anzuwenden.

1st z. B. eine projektive Betrachtung fur zwei in einer

Ebene befindliche Punktreihen durchgefuhrt, so konnen

wir sie unmittelbar auf zwei Strahlenbiischel der gleichen
Ebene iibertragen.

Eine duale Beziehung zweier Bundel erhalten wir

z. B., wenn wir jeder Ebene des einen Biindels den
Strahl im andern Biindel zuordnen, der auf ihr senk-

recht steht. Dann entspricht von selbst auch jeder
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Ebene des zweiten Bundels der zu ihr normale Strahl

des ersten Bundels (Polare Zuordnung auf der Kugel,

Polardreikant).

Fig. 4. Fig. 5.

Um fur die Dualitat im Raume ein Beispiel zu

geben, sei daran erinnert, daB jedem Polyeder (Vielflach),

das elwa e Ecken, f Flachen, k Kanten besitzt, ein

,,reziprokes&quot; entspricht mit e Flachen , f Ecken und

wiederum k Kanten. So steht z. B. dem von G Yierecken

begrenzten allgemeinen Hexaeder (Fig. 4) das von 8 Drei-

ecken gebildete aUgemeine Oktaeder (Fig. 5) gegenliber.

In der Geometrie des MaBes gilt das Dualitatsgesetz

nicht mehr; wohl aber kann man Analogien auffinden.

3. Die uneigentlichen Elemente.

Der unendlich feme Punkt einer Geraden.

9. Den in 5. besprochenen ProzeB des Schneidens

konnten wir nicht mehr zur Durchfiihrung bringen,

wenn die in Betracht zu ziehenden Elemente parallel

waren, z. B. bei zwei parallelen Geraden. Wir wollen

nun sehen, wie wir, werdgstens formal, den genannten

ProzeB auch auf diesen Fall ausdehnen konnen.

Doehlemann, Projektive Geometrie.
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Sclineiden wir (Fig. 1) einen Stralilenbiischel S

mit einer Geraden g, die in der Ebene des Biischels

liegt, ohne ihm anzugehoren. Die einzelnen Strahlen

a, b, c, d . . . des Biischels mogen von g in A, B, C,

D . . . getroffen werden. Dann gibt es nach den Yor-

aussetzungen der Euklidischen Geometrie durch S eine

und nur eine Parallele q zur Geraden g. Indem wir

diese Annahme machen, wollen wir ausdriicklich be-

merken, dafi wir nicht imstande sind, dieselbe durch

mathematische Schliisse zu beweisen, dafi wir sie viel-

mehr als eines der grundlegenden Axiome vorausschicken

miissen. Wiirde man statt desselben ein anders.lautendes

Axiom an die Spitze stellen, so erhielte man ein anderes,

in sich aber ebenso logisch geschlossenes System einer

Geometrie.

Demnach schneiden alle die unendlich vielen Strahlen

des Biischels S die Gerade g je in einem Punkte, nur

der Parallelstrahl q liefert keinen Schnittpunkt mit g.

Es ist nun namentlich fiir die einfachere Formuliorung

allgemeiner Satze ein Yorteil, diese Ausnahmestellung
des Parallelstrahles wenigstens in dem Ausdruck zu be-

seitigen. Wir erreichen dies, indem wir uns so ausdriicken :

,,Der Parallelstrahl q schneidet die Gerade g in einem
unendlich fernen Punkt

Q.&quot;
Zu den im Endlichen ge-

legenen, eigentlichen Punkten der Geraden g nehmen wir

also noch einen ,,uneigentlichen&quot;, fingierten, hinzu, dem
wir uns in der YorstelLung nahern, wenn wir die Gerade

nach der einen oder andern Seite iiber alle Grenzen

hinaus verlangern. Man kann sich auch einen Strahl

denken, der sich urn S dreht, und diesen kurz vor und

nach der Lage betrachten, in der er zu g parallel ist.

Wir wollen diesen uneigentlichen (adjungierten), un

endlich fernen Punkt der Geraden mit Q bezeichnen
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und durch Hinzufugung eines Pfeiles antleuten, daB er

auf cler Geraden g im Unendlichen licgt.

Zielien wir in der Ebene cles Strahlenbilschels S

irgend eine weitere Gerade h parallel zu g, so werden
wir auch von dieser Parallelen h sagen, daB sie durch
den namlichen, unendlich fernen Punkt Q geht. Ein
unendlich ferner Punkt ist folglich gleichbedeutend
mit einer bestiinmten ,,Richtung&quot;. Die Gesamtheit von
unendlich vielen, zueinander parallelen Geraden, die alle

in einer Ebene liegen, wird nach dieser Anschauung
aufzufassen sein als ein Strahlenbiischel, dessen Mittel-

punkt der den samtlichen Parallelen gemeinsame unendlich

feme Punkt ist. Ein solcher Stralilenbiischel heiBt wohl
auch ein ,,Parallelstrahlenbuschel&quot;.

In entsprechender Weise bilden alle Geraden im
Ranine, die zu irgend einer Geraden g parallel laufen,
also alle die gleiche Richtung haben, einen ,,Parallel-

strahlenbiindel&quot;.

Die unendlich feme Gerade einer Ebene.

10. Nehmen wir jetzt eine Ebene als gegeben an, so

liegen in ihr in jeder Richtung Punkte im Unendlichen.
Alle diese imeigentlichen Punkte werden eine gewisse
Mannigfaltigkeit bilden, und jede Gerade g der Ebene
hat mit derselben einen Punkt gemein, namlich den un
endlich fernen Punkt dieser Geraden g.

Wenn wir also sagen: die unendlich fernen Punkte
der gegebenen Ebene liegen auf einer ,,unendlich fernen&quot;

Geraden, so ergibt sich der unendlich feme Punkt einer

Geraden g dieser Ebene als Schnittpunkt derselben mit
dieser ,,unendlich fernen&quot; Geraden. Natiirlich entzieht
sich das Unendliche jeder Yorstellung. Wenn wir aber
diese uneigentliche Gerade einer Ebene hinzunehmen, so

2*
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konnen wir unter dieser Annahme, vorausgesetzt, da8 sich

im weiteren Yerlauf keine Widerspriiche ergeben, das Un-

endliche formal wie das Endliche behandeln.

Eine Ebene enthalt also eine unendlich feme Gerade.

Die letztere muB als bestimmt angesehen werden, sobald

die Ebene gegeben 1st. Alle Punkte dieser unendlich fernen

Geraden liegen im Unendlichen, sind also uneigentliche.

Eine unendlich feme Gerade hat keine bestimmte Richtuug.

Irgend zwei parallele Gerade dieser Ebene schneiden sich

auf der unendlich fernen Geraden der Ebene. Wir konnen

jetzt z. B. allgemein sagen: Zwei Gerade in einer Ebene

bestimmen einen Schnittpunkt.

Die unendlich feme Ebene des Raumes.

11. Um diese Anschauung weiter fur den Raum

auszubilden, sei S der Mittelpunkt eines Ebenenbiindels,

e eine ihm nicht angehorende Ebene. Jede Ebene des

Biindels liefert mit s eine Schnittgerade. Ferner
gibt^es

nach den Satzen der Elementargeometrie durch S erne

und zwar nur eine Parallelebene zu s. Diese Ebene

allein liefert mit e keine Schnittgerade. Um nun nicht

alle Satze, die sich auf die Schnittlinie zweier Ebenen be-

ziehen, fiir parallele Ebenen besonders formulieren zu

miissen, driicken wir uns so aus : Die Parallelebene hat

mit e eine uneigentliche, unendlich ferae Gerade gemein.

Dies stimmt dann auch zusammen mit den Anschauungen

von 10. Weiter gehen alle zu parallelen Ebenen durch

d ie gleiche unendlich feme Gerade. Sagenwirvon parallelen

Ebenen, sie haben die gleiche ,,Stellung&quot;,
so ist also eine

unendlich feme Gerade im Raume durch die Stellung einer

Ebene bestimmt.

Alle zu einer gegebenen Ebene parallelen Ebenen

bilden einen ,,Parallelebenenbuschel&quot;,
dessen Achse die
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durch die Stellung der Parallelebenen gegebene unendlich

ferae Gerade 1st.

,,Eine Ebene 1st parallel einer Geraden&quot; heifit: die

Ebene geht durch den unendlich fernen Punkt der Geraden.

Im Raume konnen wir unendlich viele, unendlich

feme Punkte und Geraden aufsuchen. Jede Gerade ent-

halt einen unendlich fernen Punkt, jede Ebene eine un
endlich feme Gerade. Wir bleiben also in Ubereinstimmung
mit den bisherigen Formulierungen, wenn wir uns so

ausdrucken: Alle unendlich fernen Punkte und unendlich

fernen Geraden des Raumes erfullen eine Ebene, die ,,un-

endlich feme&quot; Ebene des Raumes.

Sie enthalt lauter uneigentliche Elemente und hat keine

bestimmte Stellung.

So z. B. konnen wir den Satz: ,,Zwei Punkte be-

stimmen eine Yerbindungsgerade&quot; jetzt ganz allgemein

aussprechen. Liegen beide Punkte im Endlichen, so ist

die durch sie bestimmte Gerade ihre YerbindungsHnie;
ist einer der beiden gegebenen Punkte ein unendlich ferner,
so wird die Yerbindungsgerade die Parallele, welche durch
den einen Punkt parallel zu der Richtung geht, in welcher

der andere gegebene unendlich feme Punkt liegt; sind

die beiden gegebenen Punkte unendlich fern, d. h. hat

man zwei Gerade, auf denen im Unendlichen die beiden

gegebenen Punkte liegen sollen, so ist die Yerbindungs
gerade eine bestimmte unendlich feme Gerade. Eine Ebene,
welche zu den beiden gegebenen Geraden parallel ist, gibt
die Stellung aller Ebenen, die durch diese unendlich feme
Gerade hindurchgehen.
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4. Die perspektive Beziehung der Grundgebilde.

Punktreihe und Strahlenbuschel in perspektiver
Lage.

12. Wenn wir wie in 9. einen Stralilenbiischel S mit
oiner Geraden g zum Schnitt bringen (Fig. 1), so entspricht

jedem Punkte von g ein Strahl des Biischels, namlich der

(lurch ihn hindurchgehende. Nehmen wir auch den un-

cndlich fernen Punkt Q von g hinzu und behandeln ihn

im Ausdruck wie einen eigentlichen Punkt, so entspricht
ihm der Strahl q des Biischels. Danut ist also auch die

Zuordnung zwischen den Punkten der Punktreihe und
den Strahlen des Biischels eine ausnahmslose geworden.
Weil jedem Element des einen Gebildes ein und nur ein
Element des anderen Gebildes entspricht, so sagen wir,
die beiden Gebilde, Punktreihe und Stralilenbiischel, seien

,.eindeutig&quot; aufeinander bezogen. Ferner liegen je zwei

entsprechende Elemente ineinander.

Wir nennen diese Beziehung zwischen der Punktreihe

und dem Strahlenbuschel ferner eine ,,perspektive
u

. Dies

ist zunachst nur ein anderer Ausdruck dafiir, da6 die

Punktreihe ein Schnitt des Strahlenbiischels ist. Ebenso
heiBt die Punktreihe, wonach eine Gerade einen Ebenen-

biischel schneidet, oder der Stralilenbiischel, in welchem
eine Ebenc einen Ebenenbiischel trifft, perspektiv zu

dem Ebenenbiischel. Das Zeichen fur perspektiv ist X.

Auch das Punktfeld, welches irgend eine Ebene aus

einem Strahlenbiindel ausschneidet, wird perspektiv zu

dem Strahlenbundel sein.

Perspektive Punktreihen.

13. Um jetzt auch gleichartige Grundgebilde eindeutig

aufeinander zu beziehen, bringen wir einen Stralilenbiischel S

zum Schnitt mit zwei Geraden g und g1
seiner Ebcne,
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von denen koine clem Biischel angehort (Fig-. 6). Irgend

ein Strahl a trifft g in A, gt
in ^ ,

ein Strahl b liefert

die SchnittpunkteB undBj usw. Jedem Punkte der einen

Punktreihe z. B. A entspricht dann ein und nur ein

Punkt A! der anderen Punktreihe, und dies bleibt auch

richtig fur die unendlich fernen Punkte Q und Rj von g
und gj . Denn diesen entsprechen die Punkte Qj und R,

in denen die durch S zu g
und gi gezogenen Pa-

rallelstrahlen q und r die

Trager gl
und g bezuglich

schneiden.

Dadurch sind die

Punktreihen g und g l

eindeutig aufeinander be-

zogen. Je zwei entspre-

chende Punkte liegen auf

dem namlichen Strahl des

Biischels S oder ,,enthalten&quot; diesen Strahl. Es mag noch

bemerkt werden, daB im Schnittpujilcte von g und gt

entsprechende Punkte E und E
x
der beiden Punktreihen

vereinigt sind. Wir nennen die beiden Punktreihen g
und gt ,

die alsoSchnitte eines Biischels sind, perspektiv.
In der gleichen Weise wird ein Strahlenbiindel von

zwei beliebigen Ebenen in perspektiven Punktfeldera ge-

schnitten.

Perspektive Strahlenbiischel.

14. Entwerfen wir nun dieFigur, welche der Figur 6

nach dem Dualitatsgesetz der Ebene (7a) entspricht.
Wir liaben dann eine Punktreihe g aus zwei Punkten S
und Si zu projizieren, wobei g, S und Sj einer Ebene

augehoren mogen (Fig. 7). Jedem Strahl z. B. a des
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Biischels S ordnen wir denjenigen Strahl a
t
des Biischels

Sj zu, der den gleichen Punkt A der Punktreihe g ent-

halt. Die Parallelen q und o^ durch S und St
zu g sind

dann auch als entsprechende Strahlen aufzufassen, da

beide den unendlich fernen Punkt Q von g projizieren.

Die eindeutige Beziehung der beiden Biischel S und SA

ist demzufolge wieder eine luckenlose. Im Verbindungs-
strahl S S

t ,
der beiden

Biischeln angehort, lie-

gen entsprechende
Strahlen e und ei der

Strahlenbiischel ver-

einigt. Zwei solchc

Biischel, welche die

gleiche Punktreihe pro

jizieren, nennen wir

wiederum ,,perspektiv
u

.

Auch die beiden Strahlenbiischel, nach denen ein

Ebenenbiischel von irgend zwei beliebigen Ebenen ge-

sclmitten wird, liegen zueinander ,,perspektiv&quot;.

Projizieren wir ein ebenes System aus zwei Punkten,

so sind die entstehenden Biindel ebenfalls perspektiv.

Je zwei entsprechende Strahlen der Biindel enthalten

denselben Punkt, je zwei entsprechende Ebenen die-

selbe Gerade dieses ebenen Systems.

Allgemein konnen wir jetzt die Definition fur per-

spektive Grundgebilde erster und zweiter Stute, sowohl

gleichartige als ungleichartige, in folgender Weise aus-

sprechen:
Definition: ,,Zwei Grundgebilde erster oder zweiter

Stufe heiBen perspektiv, wenn eine eindeutige Be

ziehung ihrer Elemente hergestellt ist entweder da-

rlnrch, daB jedes Element des einen Grundgebildos

Fig. 7.



5. Die MaCbestimmung im Strahlenbiischel. 25

das entsprechende Element des anderen Grundgebildes

enthalt, oder dadurch, dafi je zwei entsprechende
Elemente der beiden Grundgebilde ein und dasselbe

Element eines dritten Grundgebildes enthalten.&quot;

5. Die Mafibestimmung im Strahlenbiischel.

15. Nachdem wir die Definition perspektiver Grund-

gebilde durch eine reine Lagenbeziehung gewonnen
haben, wollen wir untersuchen, welche Zusammenhange
zwischen entsprechenden Elementen solcher Gebilde die

Rechnung liefert. Zu dem Zweck ist es aber vorher

notig, die einzelnen Elemente eines Grundgebildes erster

Stufe nicht bloB wie bisher in ihrer geometrischen
Anordnung, sondern auch rechnerisch, also durch Zahlen-

werte festzulegen.

Beginnen wir mit dem Strahlenbuschel, weil dieser

kein uneigentliches Element enthalt und daher die zu

betrachtenden Yerhaltnisse unverschleiert zur Erscheimmg
kommen.

Winkel zweier Strahlen. Trennungsstrahl.

16. Sind a und b zwei Strahlen eines Biischels

(Fig. 8), so wollen wir unter ab den Winkel verstehen,
den der Strahl a mit dem Strahl b bildet, und die Reihen-

folge der Buchstaben soil den Sinn der Drehung angeben,
in welchem der Winkel durchlaufen wird, also von a
nach b hui. Dann ist dieser Ausdruck ab doppeldeutig;
denn es kann darunter

j eder der in der Figur bezeichneten
Winkel verstanden werden.

Hat man drei Strahlen a, b, c, so konnen wir mittels

derselben, wie wir der Anschauung entnelimen wollon,
eine Drehungsrichtung bestiinmen, indem wir uuter dem
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,,8inn abc&quot; diejonige Drehung verstehen, welche a

direkt nach b iiberfiihrt, ohne daB der Strahl c dabei

iiberschritten wird (Fig. 9).

Fig. 8. Fig. 9.

Um nun im Biischel die Winkel eindentig zu erhalten,

wahlen wir einen festen Strahl u und verstehen unter ab
den im Sinne a b u genommenen Winkel. Dieser ist dann

eindeutig (Fig. 9). Der Hilfsstrahl u moge der

,,Trennungsstrahl&quot; heiBen. Da sich die Drehungen ab
und ba zerstoren, so hat man

a b -|- b a = oder a b = b a .

Ist c irgend ein weiterer Strahl, so gilt, ganz unab-

hangig von der Lage der Strahlen, die Beziehung

ab-|-bc = ac
oder

ab + be -f ca =
und allgemein fur die Strahlen a,b,c,...m,n

Man kann diese Festsetzimg auch so aussprechen,
daB man durch den Trennungsstrahl den Biischel
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halbiert und sich bei der Betrachtung auf eine Halfte

beschrankt*).

Parameter eines Strahles.

17. Um die einzelnen Strahlen eines Biischels durch
Zahlenwerte festzulegen, wahlen wir zwei Strahlen a
und b als ,,Fundamentalstrahlen&quot; und aufierdem den

Trennungsstrahl u (Fig. 9). Irgend ein weiterer Strahl
des Biischels bildet mit den festen Strahlen a und b die
Winkel ac und be (die beide kleiner als 180). 1st C
ein Punkt von c und sind C A und C B die von C auf a
und b gefallten Senkrechten, so hat der Quotient

,,

AC _ sinac=
B^C

=
sinbc

fur alle Punkte des Strahles c den gleichen Wert. Wir
geben diesem aus lauter positiven Zahlen g-ebildcten
Bruche das Vorzeichen -}- , wenn die Drehungen a c
und b c gleichen Sinn haben, dagegen das Vorzeichen

,

wenn diese Drehungen entgegengesetzt gerichtet sind.

Dann entspricht jedem Strahl des Buschels ein
solcher Wert I . Den Fimdamentalstrahlen a und b sind
die Werte I = bzw. A = oo zugeordnet; fur die

Halbierungslinien der Winkel, welche die Funclamental-
strahlen bilden, ergeben sich die Zahlen A=-J-1 und
A = 1 . Durch die Werte und oo hindurch geht I
von positiven zu negativen Werten fiber.

*) Zu den gleichen Formeln gelangt man ohne die
Annahme eines Trennungsstrahles ,

wenn man sich nach dem
Vorg-ange von Mobius in der Ebene von vornherein einen
bestimmten Drehungssinn gibt und alle vorkommenden Winkelm diesem Sinne gemessen positiv, im

entgegengesotxtor&amp;gt; Shine
durchlaufen negativ rechnet.
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Umgekehrt kann man zu einem auch dem Yorzeichen

nach gegebenen Werte A A nur einen und immer
einen zugehorigen Strahl bestimmeu. Denn angenommen,
es sci p dieser Strahl, so muB sein:

sinap __

sinbp

Fiihrt man bp = ba -f ap em, so liefert eine leichte

Bediming:
L sinba

Damit 1st der Winkel ap bestimmt; auf welcher Seite

von a der Strahl p aber liegen mufi, ergibt sich aus dem

Vorzeichen von A ,
unter Beriicksichtigung der ange-

fiihrten Yerteilung der Zahlenwerte von A in dem

Buschel.

Aufgabe 1. Man finde durch Zeichnung und Rech-

nung die Strahlen, welche den Werten + f und

I
von A entsprechen.

6. Die Maflbestimmung in der Punktreihe.

Strecke zwischen zwei Punkten.

18. Die Mannigfaltigkeit der Punkte einer Punktreihe

g wird erst durch die Annahme des unendlich fernen

Punktes U derselben zu einer zusammenhangenden ,
in-

dem dann die Q-erade gewissermafien durch das Unendlichc

hindurch sich schlieBt. Irgend zwei Punkte A und B

der Geraden bestimmen dementsprechend zunachst zwei

Strecken, von denen die eine, der Weg von A nach B,

endlich ist, wahrend die andere, der Weg von A durch

das Unendliche nach B, unendlich ist.
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Drei Punkte A, B, C bestimmen wieder einen

,,Sinn ABC&quot;, namlich die Bewegungsrichtung, bei der
wir von A direkt nach B gelangen, ohne C zu passieren.

Da unendlich groJBe Strecken nicht zu verwenden

sind, so werden wir imter AB die endliche der beiden
oben erwahnten Strecken verstehen. Dies stimmt aber
damit tiberein, daJS wir den unendlich fernen Punkt U
als ,,Trennungspunkt&quot; einfiihren, ganz wie in 16. beim
Biischel den Trennungsstrahl. Unter A B ist folglich die

im ,,Sinne ABU&quot; genommene Strecke zu verstehen.

Dann gelten offenbar die Beziehungen
AB + BA = oder AB = B A

und fur drei Punkte ernSlt man, wie immer sie auch

liegen,

AB + BC = AC
oder

AB + BC + CA = 0,
ferner allgemein fiir die Punkte A

,
B

,
C . . . M

,
N

AB + BC + . . . + MN + NA =
.

Parameter eines Punktes.

19. Um nun die einzelnen Punkte der Punktreihe
durch Zahlenwerte festzulegen, gehen wir von zwei
festen Punkten A und B aus, den ,,Fundamentalpunkten&quot;.

Irgend ein Punkt C der Punktreihe bestimmt dann den

Streckenquotienten

;
AC

A==
BC

Diesem Bruche, dessen Zahler und Nenner die MaJ3-
zahlen der Strecken AC und BC enthalt, geben wir das
Yorzeichen -f ,

wenn AC und BC in gleicher Eichtiing
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laufen, C also nicht auf der Strecke AB gelegen ist,

dagegen das Yorzeichen
,
wenn AC und BC nach

entgegengesetzten Richtungen sich erstrecken, demnach
C auf der Strecke AB liegt. Jedem Punkte der Geraden

konnen wir in dieser Weise einen ganz bestimmten

Parameterwert zuordnen; dem Punkte A entspricht der

Wert I =
,
dem Punkte B der Wert A = oo .

Umgekehrt gibt es stets nur einen Punkt derart,

daB fiir ihn dieser Quotient einen auch dem Yorzeichen

nach gegebenen &quot;Wert A = ^ hat. Denn ist P der ge-
suchte Punkt, so muB sein

AP
L

BP~
oder, wenn BP = BA-}-AP gesetzt wird,

Wahlen wir, was das einfachste ist, eine bestimmte

Richtung auf der Geraden, etwa die von A nach B
,
als

die positive, so sind alle im entgegengesetzten Sinne

durchlaufenen Strecken negativ zu rechnen. Es ergibt

sich dann aus der letzten Gleichung die Strecke AP
samt ihrer Richtung.

Dem Werte A = 1 entspricht kein eigentlicher
Punkt auf der Geraden; wir ordnen ihm den unendlioh

fernen Punkt der Geraden zu, womit gezeigt ist, auf

welchem Wege die Analysis zur Einfuhrung dieses Ele-

mentes gelangt.

Aufgabe 2. Man zeichne und berechne die Punkte,

welche den Werten 1
, -f- , -i- des Para

meters &quot;k entsprechen.

Fiir das dritte Grundgebilde erster Stufe, den

Ebenenbiischel, brauchen wir keine eigene Betrachtung
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durchzufiihren: wir schneiden ilm mit einer Ebene, etwa
senkrecht zur Achse, in einem Strahlenbiischel und er-

halten die Ebenen des Biischels dann durch die Para-

meterwerte, welche den Strahlen dieses Strahlenbtischels

zugewiesen sind.

7. Das Doppelverhaltnis.

Doppelverhaltnis von vier Punkten.

20. Sind in einer Punktreihe g atiBer den zwei

Fundamentalpunkten A und B zwei weitere Punkte C
und D gegeben und bestimmen wir fur diese nach der
in 19. gegebenen Festsetzung die Streckenverhaltnisse
AC , AD
BC BD

S k nnen wir aus diesen beiden das neue

Verhaltnis bilden:

AC AD
BC BD

Dieser Ausdruck wird sich als charakteristisch fur
die Lage der vier Punkte A, B, C, D erweisen. Wir
nennen ihn, seiner Bildung gemaB, das ,,Doppelverlialtnis&quot;
der vier Punkte und bezeichnen ihn durch (A BCD).
Es ergibt sich also folgende

Definition: ,,Unter clem Doppelverhaltnis von vier
Punkten einer Geraden verstehen wir den Ausdmck

wobei jedes der einzelnen Verhaltnisse mit dem ihm
nach 19. zukommenden Vorzeichen zu versehen 1st.&quot;

Die vier Punkte erscheinen dabei in zwei Gruppen
geteilt, welche zunachst nicht gleichartig behandelt
sind. Denn A und B dienten als Furidamentalpunkte
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und C und D wurden auf diese bezogen. Es ist aber

sofort zu beweisen. daB diese beiden Punktpaare in dem

Ausdruck des Doppelverhaltnisses ganz die gleiche Rolle

spielen. Denn es ist ja

CA CB AC BC

Man darf also die beiden Punktpaare miteinander

vertauschen.

Getrennte Punktpaare.

21. Fur die gegenseitige Lagenbeziehung zweier

Punktgruppen A, B und C, D sind nun folgende zwei

Falle als wesentlich zu unterscheiden:

a) Die beiden Punktpaare A, B und C, D liegen so,

daB man beim Ubergang von A nach B auf dem einen

oder anderen Wege einen der Punkte C oder D passieren

muB (Fig. 10 a). Von den Punkten C und D wird dann J

Fig. 10 a.

Fig- 10 b.

einer auf der Strecke AB, der andere auflerhalb dieser

Strecke gelegen sein. Wir sagen in diesem FaUe: die

beiden Punktpaare ,,trennen sich&quot; gegenseitig. Yon den

beiden Teilverhaltnissen in dem Ausdruck des Doppel

verhaltnisses (A BCD) ist demnach das eine positiv,
das

andere negativ, das ganze Doppelverhaltnis hat mithin

einen negativen Wert.
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b) Kann man auf einem der beiden Wege von A
nach B gelangen, ohne C oder D zu iiberschreiten, so

trennen sich die beiden Punktpaare nicht (Fig. lOb).
Es liegen dann C und D beide auf der Strecke AB
oder beide auBerhalb derselben; die Teilvernaltnisse

in dem Ausdruck (A BCD) haben beide negative oder

beide positive Yorzeichen, das Doppelverhaltnis selbst

nimmt jedenfalls einen positiven Wert an.

Diese Eigenschaften sind auch umkehrbar. Wir
konnen also sagen: Die notwendige und hinreichende

Bedingung dafiir, dafi zwei Punktpaare A, B und C, D
sich trennen, ist die, daB das Doppelverhaltnis (A B C D)
einen negativen Wert hat.

Doppelverhaltnis von vier Strahlen.

22. Ganz analoge Betrachtungen gelten fur den
Strahlenbiischel. Glehen wir aus von den zwei (festen)
Strahlen a und b und dem Trennungsstrahl u

,
so k5nnen

wir fiir zwei weitere Strahlen c und d die Yerhaltnisse

bilden :

sinac sin ad
. . und . ,

sin be smbd
deren Yorzeichen nach 17. zu bestiinmen sind.

Dividieren wir den ersten Quotienten durch den

zweiten, so iiennen wir diesen Ausdruck das ,,Doppel-
verhaltnis&quot; der vier Strahlen a

,
b

,
c

,
d und bezeichnen

ihn durch (abed), so daB also

sinac sin ad
(abcd)= -

:
- _.

smbc smbd
Der Unterschied, der zwischen den Strahlen a, b

und c
,
d zunachst gemacht wurde, ist wiederum nur ein

scheinbarer. Denn es ist ja

Doehlemann, Projektive Geometric. 3
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sin c a sin c b

sin d a
*

sin d b

sin a c sm b c
,

.

1 :.,., = (abed)sm ad sm b d

Dagegen haben wir vorerst noch einen Trennungs-

strahl notig.

Fur die gegenseitige Lagenbeziehung zweier Strahlen-

paare a, b nnd c, d sind nun wieder folgende Falle charakte-

ristisch. Man sagt: Die Strahlenpaare a, b und c, d

,,trennen einander&quot;, wenn man den Strahl a durch

Drelmng nicht mit dein Strahle b zur Deckung bringen

Fig. lib.

kann, olme c oder d zu passieren (Fig. 11 a). Kann man

dagegen a auf einem der beiden Wege nach b iiberfuhren,

ohne dabei iiber c oder d zu kommen, so trennen die

beiden Strahlenpaare sich nicht (Fig. 11 b). Diese Eigen-

schaft zweier Strahlenpaare, sich zu trennen, ist ganz

unabhangig von der Annahme eines Trennungsstrahles.

Das oben definierte Doppelverhaltnis (abed) von

vier Strahlen wird nun negativ, wenn die Strahl^n a, b

und c
,
d sich trennen, positiv, wenn dies nicht der Fall.
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Dann kSnnen wir aber auch auf Grund dieser Eigen-
schaft das Vorzeichen des ganzen Doppelverhaltnisses
bestimmen und nicht das der Teilquotienten.

Wir lassen also jetzt den Trennungsstrahl weg;
dann sind zwar alle Winkel, wie z. B. ac, doppeldeutig,
der Sinus dieser Winkel aber ist der gleiche, da sie sich

zu 180 erganzen; die einzelnen Teilquotienten nehmen
wir positiv, das Vorzeichen bestimmen wir am ganzen
Ausdruck. Wir erhalten dann die

Definition: ,,Unter clem Doppelverhaltnis (abed) von vier

Strahlen eines Biischels verstehen wir den Ausdruck

sinae sin ad
(abcd) = :--r-T,sm be sin b d

der das positive oder negative Yorzeichen erhalt, je
nachdem die Strahlenpaare a, b und c, d sich nicht

trennen oder trennen.&quot;

Damit sind wir von einem Trennungsstrahl un-

abhangig geworden. Ohne denselben konnen aber

die Winkelrelationen von 16. nicht mehr angesetzt werden.
Ganz im gleichen Sinne sprechen wir von dem

Doppelverhaltnis (&amp;lt;x/3yd),
das vier Ebenen a,, f}, y, 6

eines Ebenenbiischels bilden, indem wir setzen

(
s^n a sin a ^

a

Dabei ist z. B. unter a 7 einer der Winkel zu ver

stehen, welche die Ebene a mit der Ebene y bildet.

Unveranderlichkeit des Doppelverhaltnisses
gegeniiber den Operationen des Projizierens

und Schneidens.

23. Yerbinden wir jetzt die fur die Punktreihe und
fur -den Strahlenbiischel unabhangig voneinander durch-

3*
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gefuhrten Betrachtungen, indem wir den Biischel S mit

einer Q-eraden g seiner Ebene zum Schnitt bringen

(Fig. 1). Der Strahl a des Buschels schneide g in A,
der Strahl b in B usw. Da wir von jedem Strahl des

Buschels immer den Halbstrahl auszeichnen, der den

Schnittpunkt mit g tragt, so kommt die Betrachtung

eigentlich darauf hinaus, daB wir den Parallelstrahl u

durch S zu g als Trennungsstrahl einfuhren. Schneidet

ferner der durch S senkrecht zu g gehende Strahl t in

T diese Gterade, so ist

(1) 2JSAC =SA- SO sinac = ST AC

(2) 2 JSBC =SB- SO sinbc = ST - BC

(3) 2 JSAD =SA SD sinad = ST AD

(4) 2zJSBD =SB SD- sinbd = ST - BD .

AUe von S aus laufenden Strecken SA, SB usw.

wollen wir als positive Zahlen nehmen. Dann folgt aus

(1) und (2) durch Division

SA sin ac AC
SB. smbc

=
BCT

Hier stimmt das nach 19. bestimmte Yorzeichen des

Streckenquotienten rechts mit dem nach 17. zu bestim-

menden Yorzeichen des Sinusquotienten links tiberein,

wie sich geometrisch sofort ergibt. Ebenso liefern die

Gleichungen (3) und (4)

SA sinad _ AD
SB.sinbd~BD*

Aus (5) und (6) folgt dann durch Division

(7) (abcd) = (ABCD),

Satz 1. ,,Das Doppelverhaltnis von vier Strahlen eines

Buschels ist gleich dem analog gebildeten der vier
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Schnittpunkte, welche irgend eine Gerade mit den vier

Strahlen
liefert&quot;*)

Schneiden wir den gleichen Biischel noch mit einer

zweiten Geraden gt (Fig. 6), so folgt, dafi auch
= (abed), also durch Yergleich mit (7)

(8) (ABCD) = (A^OA)
oder

Satz 2. ,jlrgend vier Strahlen eines Biischels werden
von jeder Geraden in vier Punkten von gleichem Doppel
verhaltnis geschnitten.&quot;

Man kann diesen Satz auch so aussprechen : Projiziert
man vier Punkte einer Geraden von einem beliebigen
Punkte aus auf eine andere Gerade, so bleibt das Doppel
verhaltnis der vier Punkte unverandert. Ebenso zeigt die

Betrachtung von Figur 7, daB

(ABCD) = (abcd) = (a1 b1 c1 d1),
also

(9) (abcd) = (a1 b1 c1 d1)
oder

Satz 3. ,,Irgend vier Punkte einer Geraden werden aus

jeclem Punkte durch vier Strahlen von gleichem Doppel
verhaltnis

projiziert.&quot;

Fur den Ebenenbiischel gelangen wir zu ganz ahnlichen
Satzen. Sind a,

, ft , y ,
d vier Ebenen eines solchen, so

ist, wie man leicht ableitet, das Doppelverhaltnis (a ft yd)
derselben identisch mit clem Doppelverhaltnis der vier

Schnittpunkte, die irgend eine Gerade mit den vier Ebenen
liefert, oder auch mit dem Doppelverhaltnis der vier Strahlen,

*) Pappus von Alexandria (4. Jahrh. n. Chr.), Mathema-
ticae collections.
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wonach irgend eine Ebene die vier Ebenen trifft. Diesen

Satz und die drei vorigen Satze konnen wir in dem all-

gemeineren zusammenfassen :

t

Satz 4. ,,In zwei perspektiven Grandgebilden erster

Stufe bilden irgend vier Elemente des einen Grundge-
bildes und die ihnen entsprechenden des anderen das

gleiche Doppelverhaltnis.&quot;

Damit liaben wir fur perspektive Grundgebilde erster

Stufe auBer derLagenbeziehung anch eine metrische

Beziehung gefunden, welche entsprechende Elemente

solcher Gebilde miteinander verkniipft.

Endlich konnen wir die Operation des Schneidens oder

Projizierens nicht bloB einmal, sondorn auch ofter vor-

nehmen, ohne dadnrch den Wert des Doppelverhaltnisses
von vier Elementen zu Sndern. Wir erhalten demgemaB
ganz allgemein

Satz 5. ,,Leitet man aus vier Elementen eines Grund-

gebildes erster Stufe dui-ch die beliebig oft angewandten

Operationen des Projizierens und Schneidens vier neue

Elemente eines anderen Grundgebildes ab, so 1st das

Doppelverhaltnis der ersten vier Elemente gleich dem

analog gebildeten Doppelverhaltnis der letzten vier ent

sprechenden Elemente. Das Doppelverhaltnis von vier

Elementen eines Grundgebildes erster Stufe erweist sich

also diesen Operationen gegeniiber als eine unverander-

liche (invariante) Zahl.&quot;



n. Abschnitt.

Harmonische Gebilde.

8. Weitere Eigenschaften des Doppelverhaltnisses.

Die Werte der Doppelverhaltnisse, die sich aus
vier Elementen bilden lassen.

24. Den Begriff des Doppelverhaltnisses miissen wir

noch nach verschiedenen Richtungen bin welter unter-

suchen.

Sind vier Elemente eines einformigen Grundgebildes,
z. B. vier Punkte A, B, C, D einer Punktreihe gegeben,
sokonnen wirsieauf 24 verschiedeneArten zueinem Doppel
verhaltnisse zusammenfassen, da man aus vier Elementen
24 Ausdrucke ABCD, ABDC usw. bilden kann. Nicht
a lie diese Ausdrucke sind aber ihrem Zahlenwert nach
verschieden. Wir sahen schon in 20., daB

(1) (ABCD) = (CDAB).
Ferner 1st auch

BD BG AC AD:-_:_,
(2) (BADC) = (ABCD).



40 H. Harmonische Gebilde.

Vermoge der in (1) and (2) ausgedriickten Satze

konnen wir nun aus einem Ausdruck wie (ABCD) noch

drei andere ableiten, die den gleichen Zahlenwert besitzen,

namlich

(ABCD) = (CDAB) = (BADC) = (DCBA).

Die 24 verschiedenen Ausdrucke liefern also hochstens

sechs verschiedene Zahlenwerte. 1st etwa (ABCD)= A,

so lassen sich die tibrigen Zahlenwerte durch diesen einen

in folgender Weise ausdriicken. Es ist zunachst, wie sich

sofort ergibt,

1 _ 1.

Fcnier wird

AB AD (AC-fCB) (CA + AD)
(AC D

)
=
Q^

: CD- &quot;&quot;OB-AD

AC AD + CB CA + AC CA
1 +

14-

CB -AD

-CA

GE AD)

Also

(4) (ACBD)=1-(ABCD) =

Ganz ahnlich beweist man, daB

(ABCD)

Als Endresultat ergeben sich demnach folgende sechs

verschiedene Werte, von denen jeder in vierfacher Weise

geschrieben werden kann:
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1

(ABCD) = A

(ACBD) = 1

(ABDC)= TA

(ACDB) =
1

1- A

(ADBC) =~
Das Doppelverhaltnis als Koordinate.

25. Halten wir jetzt von den vier Punkten ABCD
drei, etwa A, B, C, fest, wahrendD die Pimktreihe dureh-

wandert, so wird das Doppelvcrhaltnis (ABCD) fur jede

Lage von D einen bestimmten Wert annehmen. Fallt ins-

besondere D in den unendlich. fernen Punkt der Punkt-

reihe, den wir mit DOO bezeichnen wollen, so ergibt sicli

AD
weil der Quotient = 1 nach 19. Es reduziert sich

also fiir diesen Punkt das Doppelverhaltnis auf ein ein-

fach.es Streckenverhaltnis. Es wird aber ferner auch jeder

Zahlenwert nur bei einer Lage des Punktes erreicht, wie

wir aus dem folgenden Satze schlieBen:

Satz 6. ,,Sind drei Punkte A, B, C einer Punktreihe

gegeben, sowie ein Zahlenwert &quot;k von bestimmten Vor-

zeichen, so gibt es einen und nur einen Punkt D der

Punktreihe, welcher mit A, B und C ein Doppelver
haltnis (ABCD) = A bildet.&quot;

Denn es ist fur diesen gesuchten Punkt D
AC AD AD 1 AC
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A P
Hier muB mit einem bestimmten Vorzeichen ver-

JD U

sehen werden (vgl. 19.), so daB anch - der Grofie und

dem Vorzeichen nach gegeben ist, also wird der Pimkt D
dadurch eindeutig festgelegt.

Natiirlich gilt der ebenbewiesene Satz in entsprechender
Weise auch fur den Strahlen- und Ebenenbuschel. Halt

man drei Elemente eines Grundgebildes erster Stiife fest,

so kann man die Lage eines vierten beweglichen Elementes

festlegen durch den Zahlenwert des Doppelverhaltnisses,
welches dieses viertc Element mit den drei festen bildet.

Das Doppelverhaltnis dient also als Koordinate, deren

Zahlenwerte die einzelnen Elemente liefern.

Aufgabe 3. Gegeben sind die Pnnkte A, B, C ciner

Punktrcilie in der Anordnnng der Figur 12. Man
untersuclic den Verlanf des Doppelverhaltnisses(ABC D),

wenn D die Punktreihe durchlauft.

Fig. 12.

Eine einfache Betrachtung liefert folgende Zusaiuuien-

stellung:

D im Unendliclien: . . . (ABCD) = -... -f
i&amp;gt;

D geht vom Unendlichen bis A: . . . -f-

D fallt nach A: ..... . . .00

D geht von A bis B: ... . . .

D fallt nach B: ..... ...

D geht von B nach C : . . . . . . -f

D fallt nach C: ..... . . . -f 1

D geht von C ins Unendlichc: . . . -j-
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&quot;Wirwollen noch ausdrucklich bemerken, daB (ABCD)
bloB dann den &quot;Wert -f 1 anninimt, wenn der bewegliche
Punkt D nach C riickt.

Man fuhre die ent-

sprechende Betrachtung ,*

durch fur eine andere ^
X

//(
^ d

Anordnung der Punkte &amp;lt;stt / ? f \

Aufgabe 4. Gegeben
sind drei Punkte A, \J

\

B, C einer Geraden T\
(Fig. 13); man kon-

J)f

struiere einen Punkt D
auf der Geraden, so Fig. is.

daB (ABCD)= |.

Losung. Wir ziehen durch C irgend eine Gerade

und tragen auf ihr die entgegengesetzt gerichteten Streckeu

CAi = 2
, CBj = 3 ab unter Zugrundelegung einer ganz

beliebigen MaBeinheit, konstruieren den Schnittpunkt S

der Yerbindungslinien AAA und EB
1
und ziehen durch

S eine Parallele zu A
1
B

{ ,
daun schneidet diese Parallele

die gegebene Gerade im gesuchten Punkte D. Denn wenn
wir C gleichzeitig mit C bezeichnen, den unendlich fernen

Punkt von SD dagegen Dj und die Strahlen von S nach

A, B, C, D der Reihe nach a, b, c, d nennen, so ist nach

23. bzw. 25.

(abed) = (ABCD) = A, B.C.D

Man konstruiere auch noch den Punkt E, fur welchen

(ABCE)=+|.
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9. Das harmonische Doppelverhaltnis.

Definition harmonischer Elemente.
26. Gehen wir von drei beliebigen Punkten A, B, C

einer Punktreihe aus, so konnen wir nach Satz 6 immer
einen und nur einen Punkt D des Tragers finden, fur

welchen (ABCD)= 1. Vier solche Punkte haben
besonders wichtige geometrische Eigenschaften. Wir
stellen die Definition auf:

,,Yier Punkte A
,
B

, ,
D einer Punktreihe heiBen

harmonisch, wenn das Doppelverhaltnis

(ABCD) = -1.
Es sind die Punkte A und B einerseits, C und D

anderseits einander zugeordnet und aus 21. folgern
wir unmittelbar, daB die Punktpaare A ,

B und C
,
D sich

trennen. Man sagt deswegen wohl auch, daB zwei solche

Punktpaare sich harmonisch trennen.

Ganz entsprechend sind vier harmonische Strahlen

a
,
b

,
c

,
d eines Strahlenbuschels oder vier harmonische

Ebenen (a ft y 6) eines Ebenenbuschels dadurch definiert,
daB beziiglich (abcd)= 1 oder (a/ffy &amp;lt;5)

= 1 .

Die 6 Werte von Doppelverhaltnissen, welche sich

nach 24. aus vier Elementen bilden lassen, reduzieren

sich bei vier harmonischen Punkten
,
also fiir A = 1

,

ersichtlich auf die folgenden 3 Werte : 1,2, .

Naturlich trennen sich auch hier wieder die beiden

Paare von zugeordneten Elementen. Ferner folgt aus

Satz 5 von 23. noch

Satz 7. ,,Vier harmonische Elemente eines Grundge-
bildes erster Stufe gehen durch die Operationen des

Schneidens und Projizierens stets wieder in vier

harmonische Elemente liber.&quot;
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Konstruktion harmonischer Elemente.

27. Sind drei Punkte A, B, C einer Punktreihe ge-

geben, so gibt es, wie wir bereits wissen, bloB einen
Punkt D

,
der zu C harmoniseh liegt beziiglich A und

B
,
d. h. so liegt, daB

(1) (ABCD)=-1.
Daraus folgt sofort

BC
= &quot;

BD
Die Punkte C und D teilen also die Streoke AB,

abgesehen vom Yor-

zeichen, im gleichen /*

Yerhaltnis. Diese Be- ^ N

merkung liefert fol- f V
%

^%
gende Konstruktion: /

\ ^
Wir ziehen (Fig. 14) _J \

*

durch die gegebenen
* ^\~^ ^&quot;&quot;J

5

Punkte A und B zwei

beliebige, parallele Ge-

rade AA und BB und
durch C eine beliebige

Linie, welche diese Parallelen in X und Y trifft. Schnei-

den wir dann (mittels des Zirkels) die Strecke B Y = Y B
ab, so liefert die Yerbindungslinie XY im Schnittpunkt
mit g den gesuchten Punkt D . MiBt namlich die Strecke
AX m Langeneinheiten, die Strecke BY und die ihr

gleiche Y B n Langeneinheiten, wobei m und n positive

Zahlen, so ist mit Riicksicht auf die Yorzeichen

AC_ m AD m
BC

=
&quot;&quot;n&quot;

1

BD
=

&quot;n&quot;

also in der Tat die Bedingung (2) und folglich auch (1) erfullt.
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Nehmen wir in Figur 15 an, die gegebenen Punkte

liegen so, dafi C die Mitte der Strecke AB
,
darm wird

offenbar m = n und XY parallel zu g, der Piinkt D
rtickt ins Unendliche, also

Satz 8. ,,Die Mitte C einer Strecke AB und der un-
endlich feme Punkt D des Tragers der Strecke sind

vier liarmonische Punkte.&quot;

Projizieren wir diese

+$ vier harmonischen Punkte
aus einem Punkte S, so

erhalten wir nach Satz 4

vier liarmonische Stralilen

^ a, b, c, d. Man be-

Fig&amp;gt;
16

nutze diese Betrachtungen
zur Losung der

Aufgabe 5. Gegeben sind drei Stralilen a, b, c eines

Biischels; man konstruiere den vierten harmonischen
Strahl d zu c bezuglich a und b .

Ein einfacher Satz iiber harmonische Strahlen ergibt
sich ferner durch folgende Betrachtung: 1st ABC eiii

Dreieck und halbiert man den Winkel bei A sowie dessen

Nebenwinkel durch Linien, welche die Seite BC bc-

ziehungsweise in D und E treffen, so teilen nach be-

kannten planimetrischen Satzen die Punkte D und E die

Seite BC im Verhaltnis der anliegenden Dreiecksseiten
;

also liegen B, C, D, E harmonisch, es ist (BCDE) = 1

und es sind auch die aus A nach diesen Punkten zielenden

Strahlen harmonisch, so dafi wir erhalten

Satz 9. ,,Irgend zwei Strahlen und die zwei Halbierungs-
linien der von ihnen gebildeten Winkel b lden ein

harmonisches Quadrupel. Die letzteren beiden zu-

geordneten Strahlen stehen aufeinander senkrccht.&quot;

Aufgabe 6. Man bilde eine Umkehrung dieses Satzes.
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. 10. Das vollstandige Viereck und Vierseit.

Geometrische Definition von vier harmonischen
Punkten.

28. Vier harmonische Punkte lassen sich nun nicht

bloti durch die analytische Beziehung definieren, daB ihr

Doppelvernaltnis den Zahlenwert 1 besitzt, sondern

auch durch eine rein geometrische, durch eine Lagen-

beziehung, wie wir jetzt zeigen wollen.

Sind vier Punkte E
,
F

,
G

,
H in einer Ebene ganz

beliebig gegeben (Fig. IGa oder Fig. 16b), so bestimmen

Fig. 10 a. Fig. 16 b.

sie zunachst sechs Linien, welche je zwei dieser vier

Punkte verbinden. Die Gesamtheit dieser sechs Linien

nennen wir das vollstandige Viereck&quot; der Punkte E,
F, G, H. Die sechs Linien heLSen die ,,Seiten&quot;, die

Punkte E, F, G, H die
,,Ecken&quot; des Viereckes. Zu

jeder Seite des vollstandigen Viereckes, z. B. zur Ver-

bindungslinieEF oderl konnen wir eine zweite, in diesem

Falle die Verbindungslinie GH oder 1 finden derart, dafi

zwei solche Seiten zusammen alle die vier gegebenen
Ecken des Viereckes enthalten. Wir nennen zwei solche

Seiten ,,Gegenseiten&quot; des vollstandigen Viereckes und
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erhalten augenscheinlich drei Paare von Gegenseiten,

1, 1
, m, m , n, n . Je zwei zusammengehSrige Gegen

seiten liefern endlich noch einen Schnittpunkt, namlich
1 imd 1 den Punkt L

,
m und m den Punkt M und n

iind n den Punkt N . Diese drei Pnnkte L
,
M

,
N heifieu

,,Nebenecken&quot; des Yiereckes.

Der Zusammenhang dieser Fignr mit harmonisclien

Punkten wird nun hergestellt durch folgenden

Sat z 10. ,,Haben vier Punkte L
,
M

,
C

,
D einer Geraden

die Eigenschaft, daB durch L ein erstes Paar von

Gegenseiten eines vollstandigen Viereckes, durch M
ein zweites Paar von Gegenseiten hindurchgeht, wahrend
durch C und D die Seiten des letzten Paares von

Gegenseiten laufen (Fig. 16), so liegen die vier Punkte

L, M, C, D harmonisch.&quot;

Denn 1st N die letzte Nebenecke des vollstandigen

Vierecks, also der Schnittpunkt von EG und FH, so

hat man

(1) (LMCD) = (EGND),
wie sich ergibt, wenn man die links stehenden Punkte
aus dem Punkte F auf n projiziert (Satz 2 S. 37). Projiziert
man aber die letzten vier Punkte aus H auf LM

,
so wird

(2) (EGND) = (MLCD),
also folgt

(3) (LMCD) = (MLCD).
Anderseits zeigt aber die Rechmmg, daB allgemein

mithin in (3)

(I, M C D)
2 = 1 .
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Es kann also das Doppelvernaltnis der vier Punkte

L, M, C, D bloB die Werte + 1 oder 1 haben. Der

Wert -f 1 1st aber ausgeschlossen, da er nach 25.

Aufgabe 3 bloB erreicht wird, wenn von den vier

Punkten des Doppelverhaltnisses zwei zusammenfalien.

Dies ist in unserer Figur jedoch nicht moglich. Es mufi

folglich sein

(LMCD) -- 1
,

d. h. die vier Punkte liegen harmonisch.

Es sind dann auch E, G, N, D vier harmonische

Punkte und die Strahlen von F oder H aus nach ihnen

sind ebenfalls harmonisch.

Wir benutzen diese Eigenschaft des vollstandigen

Yierecks, um eine zweite Losung zu gewinnen fur die

Aufgabe 7. Gegeben sind drei Punkte A, B, C auf

einer Geraden; zu C den vierten harmonischen beziig-

lich A und B zu konstruieren.

Wir ziehen (Fig. 17)
durch den gegebenen
Punkt C eine beliebige

Gerade, walilen auf ihr

irgend zwei Punkte E
und F, ziehen die Ver-

bindungslinien EA, EB,
sowie FA und FB. Ist

dann G der Schnittpunkt
von FA und BE, ferner

H der Schnittpunkt von
FB und AE, so liefert

GH auf der gegebenen Geraden den vierten harmonischeu

Punkt D. Der Beweis ergibt sich sofort aus der Be-

trachtung des vollstandigen Yierecks EFGH.
Doehlemann, Projoktive Geometric. 4

Fig. 17.
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Natiirlich knnn man die verschiedensten Yierecke
zur Konstruktion benutzen. In der Figur ist noch ein

zweites Yiereck E
x ^ Gj E1 gezeichnet. Es muB dann

G
t H! durch den gleichen Punkt D gehen.

Diese Konstruktion erfordert bloB das Ziehen von

geraden Linien, ist also mittels des Lineals allein aus-

fiihrbar, wahrend bei der in 27. gegebenen Losung auch
der Zirkel benutzt werden inuBte.

Liegen umgekehrt vier harmonische Punkte A, B,

C, D gegeben vor und zeichnet man in der eben durch-

gefiihrten Weise zu A und B den vierten harmonischen

beziiglich C, so muB dieser mit D zusammenfallen.

Zu bemerken ist noch, daB in bezug auf das voll-

standige Yiereck die beiden Punktpaare der harmo
nischen Gruppe eine verschiedene Eolle spielen, indem
namlich A und B Nebenecken sind, wahrend durch C
und D die Gegenseiten laufen. Wir wissen aber schon
aus dem Friiheren (20.), daB von den beiden Punktpaaren
in einem Doppelverhaltnis keines vor dem anderen aus-

gezeichnet ist. Fiir die harmonischen Punkte ware diese

Gleichberechtigung der beiden Paare auch geometrisch
durch Konstruktion eines zweiten Yiereckes leicht zu
erweisen.

Aufgabe 8. Die Strahlen a, b, c eines Buschels sind

gegeben; zu c den vierten

harmonischen beziiglich a

und b zu konstruieren.

AVir wahlen auf c einen

Punkt N beliebig (Fig. 18),

ziehen durch ihn irgend zwei

Gerade E G und H F, bringen

Fig. is. EF und IIG in L zum Schnitt,
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dann 1st SL der verlangte Strahl d. Die Konstruktion

erfordert bloB das Ziehen von geraden Linien, 1st
,,linear&quot;,

wie wir sagen.

Geometrische Definition von vier harmonischen
Strahlen.

29. Irgend vier Gerade e, f, g, h einer Ebene be-

stimmen ein ,,vollstandiges Yierseit&quot;. Es hat 6 Ecken,
namlich die samtlichen Sclmittpunkte ,

welche je zwei

der vier Geraden lie-

fern. Dieselben grup-

pieren sich zu 3 Paa-

ren von ,,Gegenecken&quot;

L, L
, M, M 7

, N, N
(Fig. 19 a oder b) in

der Art, daB durch ein

Paar solcher Gegen-
ecken z. B. N, N alle

vier Seiten des Yier-

seits hindurchgehen.
Je zwei Gegenecken
konnen wir durch eine

Gerade verbinden und

erhalten so drei ,,Ne-

benseiten 1, m, n&quot; des

vollstandigenYierseits.

Das vollstandige

Yierseit, das nach dem
Gesetz der Dualitat

der Ebene (7 a) dem

vollstandigen Yiereck

entspricht, gibt die

Moglichkeit, vier liar-
Fig. in b.

4*

Fig. 19 a.
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monische Strahlen rein geometrisch zu definieren durch

folgenden

Satz 11. ,,Haben vier Strahlen 1, m, c, d, die einem

Strahlenbiischel X angehoren r
die Eigenschaft, daB

auf 1 ein erstes Paar L, I/ von Gegenecken eines voll-

standigen Yierseits e, f, g, h, auf m ein zweites Paar

M, M von Gegenecken gelegen ist, wahrend die Strahlen

c und d das dritte Paar N, W von Gegenecken enthalten

( Fig. 1 9), so liegen die vier Strahlen 1, m, c, d harmonisch.
&quot;

Zum Beweise seien D und D die Schnittpunkte von

d mit f und h
; bringen wir nun die Strahlen 1

,
m

,
c

,
d

mit f zum Schnitt und projizieren die Schnittpunkte aus

N
,
so ergibt sich

(Imcd) = (LM ND) = (egnd).
Schneiden wir die letzteren 4 Strahlen mit h und

projizieren die Schnittpunkte aus X, so wird

(egnd) = (ML ND
)
= (mlcd) =

*

Aus beiden Gleichungen folgt wieder

(Imcd)
2 = 1

und daher unter Anwendung der gleichen SchluBweise

wie oben

(Imcd) = -- 1.

Als Ubung mag das vollstandige Yierseit ermittelt

werden, zu welchem die in Aufgabe 8 konstruierten

harmonischen Strahlen die soeben beschriebene Lagen-

beziehung haben.

Diese rein geometrische Eigenschaft harmonischer

Punkte bzw. Strahlen benutzt die Geometrie der Lage,

u in die harmonischen Gebilde zu definieren und ihro

Beziehungeii abzuleiten, wie hier nicht weiter erortcrt
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werden soil; das Doppelverhaltnis von vier Elementen
dagegen in der hier gegebenen Definition mufi sie von
ihren Betrachtungen ausschliefJen wegen der darin vor-
kommenden Strecken oder &quot;Winkel. Den Inbegriff von
irgend vier Elementen eines Grundgebildes erster Stufe
bezeichnet man in der Geometrie der Lage nach v. Staudt
als einen

,,Wurf&quot;.

Urn eine Anwendung dieser Betrachtungen zu geben,
beweisen wir noch folgenden Satz:

Hat man in einer Ebene zwei gerade Linien a und b
und einen Punkt S und

legen wir durch S be-

liebige Gerade, welche
a und b je in A, B,
A

, B ,
usw. schneiden

(Fig. 20); ziehen wir
ferner AB und A B,
welche einen Punkt D
liefern,A B&quot;undA&quot;B

, Fi
welche sich in D
schneiden usw., so liegen alle so konstruierten Punkte D
auf emer Geraden, welche auch den Schnittpunkt V der
gegebenen Geraden a und b enthalt.

Denn verbinden wir F mit S und D und nennen diese
Strahlen s und d, so sind a, b, s, d vier harmonische
5tranlen, wie sich aus dem Viereck A A B B er-
gibt, also (a b s d) = - 1 . Zu den drei Strahlen a

,
b s

gibt es aber bloB einen vierten harmonischen
,

also
mussen aJle Punkte D auf einem Strahl durch F liegen.

Aufgabe 9. Gegeben sind in einer Ebene zwei Gerade
a und b

,
deren Schnittpunkt nicht mehr gezeichnet

werden kann, mid ein Punkt D. Man soil diesen Punkt
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D niit dem unzuganglichen Schnittpunkt durch eine

Gerade verbinden.

Wir benutzen den eben bewiesenen Satz und ziehen

durch D (vgl. Fig. 20) irgend -zwei Gerade AB und

A B . Dann liefern A B und A B eineu Punkt S . Irgend

eine durch S weiter gezogene Gerade, welche a und b

in A&quot; und B&quot; trifft, bestimmt einen Punkt D
,
der mit

D verbunden die gesuchte Gerade gibt.

11. Metrische Relationen bei harmonischen Gebilden.

30. Sind A, B, C, D vier harmonische Punkte, so

1st also (ABCD) = 1 oder

AC__ AD
BC~ ~BD

1st weiter (Fig. 21) M die Mitte der Strecke AB,
so konnen wir die letzte Gleichung auch schreibeu:

Multipliziert man aus, so ergibt sich unter Kiicksiclit

auf die Gleichung AM=MB
(1)

MC MD =MA2 = MB 3
.

Fig. 21.



11. Metrische Relationen bei hannonischen Gebilden. 55

Dies liefert einen leicht in Worte zu fassenden Satz

iiber harmonische Punkte. 1st umgekehrt Grleichung (1)

erfilllt, so liegen die Punkte harmonisch.

Legen wir durch die Punkte C und D irgend einen

Kreis und von M aus eine Tangente an ihn, so ist

MC MD die Potenz des Punktes M in bezug auf diesen

Kreis und gleich dem Quadrat der Tangente. Wird der

Beriihrungspunkt der Tangente mit T bezeichnet, so hat

man demnach

(2) MT 2 = MC MD.
Aus (1) und (2) folgt

MT = MA = BM,
d. h. T liegt auf dem Kreise iiber AB als Durchmesser.
Die Tangenten an die beiden Kreise in T stehen also

aufeinander senkrecht oder andersausgedriickt: die beiden
Kreise schneiden sich rechtwinkelig oder orthogonal.
Damit ist bewiesen:

Satz 12. ,,Sind A, B, C, D vier harmonische Punkte,
so schneidet jeder Kreis durch die beiden zuge-
ordneten Punkte C und D den iiber AB als Durch
messer beschriebenen Kreis orthogonal.&quot;

Aufgab e 10. Sind a
,
b

,
c

,
d vier harmonische Strahlen,

so daJS also (abed) = 1, und ist m einer der

Strahlen, welche den Winkel von a und b halbieren,
so beweise man die der Grleichung (1) entsprechende
Relation

tg (m c) tg (m d)
= tg

2
(m a)

= tg
2
(in b) .



El. Abschnitt.

Die projektive Beziehung der einformigen

Grundgefoilde.

12. Die konstruktive Behandlung der projektiven
Beziehung.

,.

Definition projektiver Grundgebilde.

31. An perspektiven Grundgebilden erster Strife haben

wir im I. Abschnitt zweierlei Eigenschaften als charakte-

ristisch erkannt: die Eigenschaft der Lage (14.) und die

daraus sich ergebende me tr ische Eigenschaft der Grleich-

heit der Doppelverhaltnisse von je vier entsprechenden

Elementen (23.). Denken wir uns nun in zwei perspektiven

Grnndgebilden erster Stufe, z. B. zwei Punktreihen g und

g! (Fig. 6), die samtlichen entsprechenden Punkte wie

A und A
,
B und Bx usw. in irgend einer &quot;Weise an den

(etwa als materiell gedachten) Punktreihen markiert

Heben wir nun den geometrischen Zusammenhang zwischen

den Punktreihen g und g{
und dem Strahlenbiischel S

auf, indem wir g und gi
in irgend eine beliebige Lage

bringen. Wahrend dadurch die perspektiveLagenbeziehung

zerstort Avird, bleibt die met rische Eigenschaft nach wie

vor erhalten. Wir nennen die Punktreihen dann noch

,,projektiv&quot;,
wofiir auch das Zeichen A gebraucht

wird. Allgeniein stellen wir auf als
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Definition: ,,Zwei Grundgebilde erster Strife heiBen

projektiv, wenn sie eindeutig, Element fiir Element,

dadurch aufeinander bezogen sind, daB je vier Elemente

des einen Gebildes und die vier entsprechenden des

anderen das gleiche Doppelverhaltnis bilden.&quot;

Um uns solche projektive Grundgebilde zu verschaffen,

steht uns zunachst kein anderes Mittel zu Gebote, als

daB wir zwei Grundgebilde perspektiv aufeinander be-

ziehen und dann gewissermaBen ,,auseinandernehmen&quot;.

Es ist aber leicht, auch direkt eine projektive Beziehung
zwischen zwei Grundgebilden erster Stufe zu vermitteln.

Konstruktion projektiver Punktreihen.

32. Wir fuhren dies zunachst durch fur zwei Punkt

reihen, deren Trager g und gl
sich in einer Ebene be-

finden mogen. Irgend drei beliebigen Punkten A
,
B

,
C

auf g ordnen wir drei beliebige Punkte A
,
B

x , C^ auf

gt zu. Wir verbinden (Fig. 22) A mit A
t
und wahlen

auf dieser Yerbindungslinie zwei beliebige Punkte S und

Sj_
. Die Linien SB und S^ mogen sich in B

,
SO und

Sj Cj in C schneiden. Weiter legen wir durch B und C

eine Linie p ,
welche AA.,^ in A treffen moge. Zu einem

beliebigen Punkte D von g verschaffen wir uns jetzt

einen entsprechenden auf gt
in folgender Weise: SD

trifft p in D
,
und S

x D schneidet gt in einem Punkte Di ,

cler dem Punkte D zugewiesen wird. Dann ist offenbar

fiir jede Lage von D nach den Satzen von 23.

(ABCD) = (AiBjCiDi) = (ABCD).
Beschreibt D die eine Punktreihe, so durchwandert

D
x die andere und es sind immer die Biischel S und S

t

je perspektiv zur Punktreihe A , B , C ... auf p und also

auch zueinander perspektiv. Es bilden folglich auch
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irgend vier Punkte auf g und die vier cntsprechenden
auf

gj_
das gleiche Doppelverhaltnis. Damit haben wir

in der Tat projektive Pimktreihen konstruiert und

gleichzeitig gefunden, daB wir drei Paare entsprechender
Punkte beliebig annehmen konnen. Dadurch ist die

projektive Beziehung gerado bestimmt.

Fig 22.

Ajifgabe 11. Man konstruiere die Punkte, welche den

unendlich fernen Punkten von g und g1 bezuglich ent-

sprechen.
- - Der Schnittpunkt der beiden Trager g

und gj kann als Punkt von g mit E und als Punkt

von g1
mit F

x bezeichnet werden. Man konstruiere die

beiden entsprechenden Punkte^ und F (siehe Fig. 22).

Konstruktion projektiver Strahlenbiischel.

33. Zwei in einer Ebene befindliche Strahlenbuschel

projektiv aufeinander zu beziehen, gelingt durch die ent-

sprechende duale Betrachtung. Wir greifen im Biischel
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S drei beliebige Strahlen a, b, c heraus, denen wir im

Buschel Sx
drei beliebige Strahlen %, b1? (^ zuordnen

(Fig. 23). Dnrch den Schnittpunkt von a und a
A

ziehen

wir willkurlich zwei Gerade g und gx
und bringen g in

A, B, C zum Schnitt

mit den Strahlen a,

b, c, die Gerade gl

hingegen mit

bl5
c
i
in A1? tin m

Dann liefern dieYer -

bindungslinien BBX

und CC-L in ihrem

Schnitte einen

Punkt P. Zu einem

beliebigen Strahl d Fig. 23.

des Bfischels S fin-

den wir nun, wie folgt, den entsprechenden: d trifft g in

D, DP schneidet gx
in D und S^ ist der entsprechende

Strahl d im Buschel Sj_ .

Leicht erkennt man, daB wieder

(a b c d)
=

(a^ bx CL d1 ) .

Die Punktreihen auf g und gl ,
welche durch entsprechende

Strahlen der Buschel S und Si ausgeschnitten werden,

sincl perspektiv.

Aufgabe 12. Man zeichne in den beiden projektiven

Biischeln die Strahlen ^ und f
,
welche demYerbindungs-

strahl SSj_ entsprechen, wenn dieser als e und f
x ge-

nommen wird.

Um eine Punktreihe und einen Strahlenbiischel pro

jektiv aufeinander zu beziehen, schneiden wir den Buschel

mit ciner Geraden in einer Punktreihe und beziehen diese

auf die gegebene Punktreihe.



60 III. Die projektive Be/iehung d. einformig. Grundgebilde.

Waren ein Ebenenbiischel imd ein Strahlenbiischel in

projektive Beziehung zu setzen, so bringen wir die Ebene
des Strahlenbiischels zum Schnitt mit dem Ebenenbiischel
und beziehen die beiden Strahlenbiischel projektiv auf-

einander.

Zusatz. Statt durch eine geometrische Konstruktion

konnen wir uns die projektive Beziehung auch von

Anfang an durch eine Doppelverhaltnisrelation festge-

legt denken. Sind z. B. g und gx die Trager zweier

Punktreihen und A, B, C sowie A1} B17 Cj behebig
auf ihnen ausgewahlt, so bildet ein beliebiger Punkt D
auf g mit A, B, C ein Doppelverhaltnis von bestimm-
tem Wert (ABCD) = A. Dann gibt es auf gt

ein en
Punkt Dlf fur welchen (A^i^Di) = I . Dies ist der

D entsprechende Punkt D
t

. Es gilt also die Beziehung

(ABOD)-(A1B1Ot
D1).

Die angeftihrten Konstruktionen lehren, Elemente zu

finden, die stets dieser oder einer entsprechenden Be

ziehung genugen.

Es drangt sich aber noch die Frage auf: Ist vielJeicht

die soeben direkt begriindete projektive Beziehung all-

gemeinerer Art als die Beziehung, in der zwei perspek-

tiveGrundgebilde stehen, nachdem ihre gegenseitigeLagen-

beziehung aufgehoben ist?

Dies ist bei den Grundgebilden erster Stufe in der

Tat nicht der Fall. Denn wir wollen im folgenden Para-

graphen zeigen, daB sich zwei projektive Grundgebilde
erster Stufe stets in perspektive Lage bringen (perspektiv

..orientieren&quot;) lassen.
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13. Die perspektive Orientierung projektiver
Grundgebilde erster Stufe.

Projektive Punktreihen, in perspektive Lage
gebracht.

34. Liegen zwei in der soeben beschriebenen Weise
projektiv aufeinander bezogene Punktreihen g und gt vor,
in denen also vier beliebigen Punkten der einen vier Punkte
der anderen entsprechen vom gleichen Doppelverhaltnis,
so seien E und E

x irgend zwei einander entsprechende
Punkte. Dann gilt fur drei weitere entsprechende Punkt-

paare A^, B^, C^ die Eelation

(1) (ABEC) = (A^E^) .

Bringen wir nun g und gx in eine solche gegenseitige
Lage, daB E

x auf E zu liegen kommt, wahrend die Trager
g und g1 selbst nicht zusammenfallen. Wir verbinden A
mit A

t ,
B mit B

t und zeichnen den Schnittpunkt S dieser

Yerbindungsstrahlen*). Dann geht auch die Linie CC^
durch diesen Punkt S. Denn angenornmen, die Yer-

bindungslinie S^ treffe g in C
,
so ist nach 23. Satz 2

(2) (ABECO = (AAEA) ,

also mit Riicksicht auf (1)

(3) (ABEC) = (ABECO -

Dann muB aber notwendig C mit C zusammenfallen, also
y= C sein; denn es gibt nach 25. nur einen Punkt C,
der mit A, B und E ein Doppelverhaltnis von gegebenem
Werte (ABEC) bildet. Ganz in der gleichen Weise zeigt

*) Es wird dem Leser geraten, die Figuren nach den
Angaben des Textes stets selbst zu entwerfen, auch wenn
sie beigedruckt sind. Es erleichtert das Verstandnis ungemein,wenn man die Figur, Schritt fiir Schritt der Entwicklung
folgend, erst allmahlich entstehen sieht.
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man, dafi jede Verbindungslinie irgend zweier anderer

entsprechender Punkte, wie D und D
x usw., auch immer

durch den Punkt S gehen mufi. Die beiden Punktreihen

sind also dargestellt als Schnitte, des Buschels S, sie sind

in perspektive Lage gebracht.

Dies ist offenbar noch auf unendlich verschiedene

Arten rnoglich, da ja nur notig war, irgend zwei ent

sprechende Punkte der projektiven Punktreihen im Schnitt-

punkt der beiden Trager zur Deckung zu bringen. Der

Punkt S heifit auch das ,,Zentrum der Perspektivitat&quot;.

Wir erhalten also den

Satz 13. ,,Hat man zwei projektive Punktreihen g und

gx
und liegen im Schnittpunkte der beiden Trager ent

sprechende Punkte der Punktreihen vereinigt, wahrend

die Trager g und gl
selbst nicht zusammenfalien, so

sind die beiden Punktreihen perspektiv, d. h. alle

Verbindungslinien entsprechender Punkte von g und

gt
laufen durch einen Punkt, das Zentrum der Per

spektivitat.&quot;

Projektive Strahlenbuschel, in perspektive

Lage gebracht.

35. Um zwei in einer Ebene befindliche projektive

Strahlenbuschel S und Sx
in perspektive Lage zu bringen,

greifen wir irgend zwei entsprechende Strahlen e und ^
heraus und bringen sie zur Deckung, jedoch so, dafi S

und S
t
nicht aufeinander zu liegen kommen. Dann zeigt

die duale Betrachtung, dafi die Biischel perspektiv liegen. ;

Dies liefert den

Satz 14. ,,Liegen zwei in einer Ebene befindliche pro-*

jektive Strahlenbuschel so, dafi in der Verbindungslinie

ihrer Mittelpunkte entsprechende Strahlen der beiden
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Biischel vereinigt sind, wahreud die Mittelpunkte nicht

zusammenfalien, so sind die Biischel ,,perspektiv&quot;, d. h.

alle entsprechenden Strah]en schneiden sich auf einer

Geraden, der Achse der Perspektivitat.&quot;

Die Aufgabe, eine Punktreihe und einen zu ihr pro-

jektiven Strahlenbiischel perspektiv zu legen, verlangt,
den Biischel so zu orientieren, daB drei Strahlen a, b, c

durch die ihnen entsprechenden Punkte A, B, C der
Punktreihe gehen. (Beweis!) Dies ist auf Grand plani-
metrischer Satze leicht durchfiihrbar.

Mehr Schwierigkeiten bietet es, einen Strahlenbiischel
und einen zu ihm projektiven Ebenenbiischel in perspek-
tive Lage zu bringen. Wir iibergehen die Losung, da sie

fur das Folgende ohne Belang ist.

14. Anwendungen.
36. Fiigen wir bei, daB die in 12 durchgefiihrten

BetrachtungennochmancheSpezialisierungenzulassen.
So kann man z. B. bei der Konstruktion der projektiven
Punktreihen in 32. die auf dem Yerbindungsstrahl AAj
noch ganz beliebig angenommenen Punkte S und Sx auch
so wahlen, daB S nach A

x
und S

x nach A fallt. Dann hat
man zur Durchfuhrung der gleichen Betrachtung wie
damals die Linienpaare

zu benutzen, deren erstes einen PunktB, das zweite einen
Punkt C liefert (Fig. 24), wahrend die Yerbindungslinie
BC der perspektive Schnitt der Biischel A und A

t ist,
den wir mit p bezeichnen wollen. Irgend zwei ent-

sprechende Punkte D und D
x der projektiven Punktreihen

sind daraus zu erhalten, daB das Linienpaar
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AD
t

A
X
D

einen auf p gelegenen Schnittpunkt D besitzt. Konstruiert

man jetzt wieder die dem Schnittpunkt von g und gt
ent-

sprechenden Punkte, so liefert die Figur unmittelbar das

Ergebnis, daB dies die Punkte E
t
und F sind, in denen

p den Tragern gl und g begegnet.

Fig. 24.

1st nun die projektive Beziehung von g und gt ge-

geben, so sind dam.it diese Punkte E
A
und F und also

auch p bestimmt. Ebensogut wie nach A und Ax
hatten

wir die Hilfspunkte Sj und S aber auch nach B und B
t

oder nach C und G
l
usw. verlegen konnen und miissen

dadurch die gleiche Achse p erhalten. Wir haben also

bewiesen:

Satz 15. ,,Hat man zwei projektive Punktreihen A, B,

C, . . . und A!, B1? G!, . . . auf zwei festen Tragern g

und gt
und betrachtet alle moglichen Linienpaare wie

!} I
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dieSchnittpunkte, welche jedesdieserLinienpaare liefert,

auf einer Geraden p ,
welche aus den Tragern g und g{

diejenigen Punkte ausschneidet, die den im Schnitt-

punkt von g und gx vereinigten Punkten entsprechen.&quot;

Aufgabe 13. Fur zwei in einer Ebene befindliche pro-

jektive Strahlenbuschel lafit sich ein entsprechender
Satz aufstellen. Man beweise ihn.

Der Satz von Desargues.
37. Als ein Beispiel fiir die Brauchbarkeit dieser Be-

trachtungen erweisen wir noch folgenden in 8. schon er-

wahnten

Satz 16. ,,Wenn zwei in einer Ebene gelegene Dreiecke

A^C^ und A
2
B

2C2 die Eigenschaft liaben, daB 1) die

Yerbindungslinien A A
2 ,
B

1
B

2 , 1C2
durch einenPunkt

gehen, so weiB man, daB 2) die Schnittpunkte von A
1
B

1

und A
2
B

2 , AiCj und A
2
C2 ,

B
1
C

1
und B

2
C

2
auf einer

Geraden liegen, und aus 2) folgt auch umgekehrt 1).&quot;

Fig. 25.

Nehmen wir drei durch einen Punkt S gehende
Strahlen a, b, c (Fig. 25) und auf ihnen beziiglich die

Punktpaare B
t ,

B
2

luid C
2 ,

so ist damit

Doehlemann, Projektive Geometrie.
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die Bedingung 1) fur die beiden Dreiecke A
x ^ (^ und

A^ B2
C
2 erfiillt. Betrachten wir nun den Biischel S

, so

schneidet derselbe die Geraden A
x B:

und A2 B2
in zwei

perspektiven Punktreihen. Diese
j&amp;gt;erspektiven Punktreihen

projizieren wir aus Cj nnd C
2 beziehungsweise. Dann

sind diese Biischel Cj imd C
2 projektiv und, wie man

leicht erkennt, uberdies perspektiv, da der Yerbindungs-
strahl G! C

2 sich selbst entspricht. Es schneiden sich

mitliin entsprechende Strahlen auf einer Geraden, der

Achse der Perspektivitat ;
also miissen auf einer deraden

S liegen : der Schnittpunkt von A
x Cj und A

2 C2 ,
der

Schnittpunkt von ^G^ und B
2
C

2 ,
und der Schnittpunkt

von A
t Bj und A, B2 (da auch nach ihm entsprechende

Strahlen der Biischel Ct und C
2 laufen). Damit ist der

Satz bewiesen. Granz ahnlich verfahrt man bei der Um-

kehrung desselben.

Zusatz. Liegen die beiden gegebenen Dreiecke in ver-

schiedenen Ebenen, so ergeben sich die gleichlautenden
Satze durch einfache stereometrische Betrachtungen.

Analytischer Ansatz.

38. Die rechnende (reometrie behandelt die pro

jektive Beziehung in folgender Weise: Werden die

Elemente des einen Grundgebildes erster Stufe durch die

Werte eines Parameters 2.
,

z. B. eines Doppelverhaltnisses

(vgl. 25.), die eines zweiten Grundgebildes durch einen

Parameter
fj, festgelegt und besteht zwischen A und ^ eine

in bezug auf jede dieser GroBen lineare Relation

(1) a^ + ^ + XA* + ^ = 0,

wo a, )5, 7, d beliebige, aber feste Zahlenwerte sind,

so ordnet diese Gleichung, nach A oder nach ^ aufgelost,

j
eelcm Wcrt des einen Parameters einen des andern zu.
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Es sind also auch die beiden Grundgebilde erster Stufe

dadurch eindeutig, Element fur Element, aufeinander be-

zogen. Welter zeigt man: Sind die beiden Grundgebilde

eindeutig aufeinander bezogen und zwar durch eine

solche ,,bilineare&quot; Gleichung wie (1), so folgt daraus

schon, daB vier Elemente des einen Grundgebildes und

ihre vier entsprechenden das gleiche Doppelverhaltnis

bilden, d. h. daJS die Grundgebilde projektiv sind. Eine

solche Eelation (1) stellt also den analytischen Ausdruck

der Projektivitat dar.

Wir wollen dies am einfachsten Beispiel zweier

projektiver Punktreihen g und gt
noch genauer verfolgen.

Auf g wird ein Punkt willkurlich angenommen und

ein beliebiger Punkt P von g durch seine Abszisse

OP = x festgelegt, deren Zahlenwert nach der einen Seite

positiv, nach der entgegengesetzten Seite negativ zu nehmen
1st. Ebenso werden die Punkte von gt durch Abszissen x

t

dargestellt. Zwischen diesen Parametern moge jetzt die

Gleichung bestehen:

(2) *x Xl 4-^x + yx, + 6 = 0.

Dann ist vermoge derselben auch

y*i + d P* + d
(3) x = / und xt

= *-
.

axx -f ft
ax + y

Diese Gleichungen gestatten, zu jedem x oder x
x
das

entsprechende x^ oder x zu berechnen. Der Ausdruck
fur das Doppelverhaltnis von vier Punkten P

,
P

, P&quot;,
P &quot;

wird aber, wie man sofort erkennt,

(4)

wenn diese Punkte durch die Abszissen x, x
, x&quot;,

x &quot;

gegeben sind. Den vier Punkten P, P
, P&quot;,

P &quot;

ent-

5*
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sprechen vier andere Punkte PI, PI, PI, PI&quot;
auf gi mit

den Abszissen

Dann zeigt eine leichte Rechnung, daB

(PiPiPi Pi&quot;)

= (PP P&quot;P
&quot;).

15. Metrische Relationen. Spezielle Fiille.

Die Fluchtpunkt-Eelation.

39 Fiihren wir in die Beziehung, welche die Gleich-

heit der Doppelverhaltnisse von je vier entsprechenden

Punkten in zwei projektiven Punktreihen zum Ausdnick

bringt, die uneigentlichen Punkte der beiden Trager g

und gt ein, so erhalten wir eine metrische Relation im

speziellen Sinn, indem die Doppelverhaltnisse in einfache

Yerhaltnisse iibergehen. Denken wir uns namlich die

beiden Punktreihen irgendwie perspektiv gelegt und sind

(Fig. 6) R und Qt
die den unendlich fernen Punkten von

gj und g entsprechenden Punkte, die wir als ,,Flucht-

punkte&quot; bezeichnen, so hat man

(ABRQ) = (A

und daraus mit Riicksicht auf 25.

AR_ B.Q,
BR

=

AjQ!
oder

AR. AiQi = BR. BiQj.

Es sind also alle diese Rechtecke, je mit entsprechenden

Punkten JA , ^ ,
B

,
B

, ,
C

t
. . . gcbildet, flachen-

gleich. Den gemehisamen Flacheuinhalt derselben erhiilt
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man auch, wenn man das im Schnittpunkt der Trager

vereinigte Punktpaar E
, Ej herausgreift, fiir welches

ER EiQi = Q t
S ES = k.

Es 1st also

AE - AiQj = BE B^ =
. . .

= k = konst.

Ahnliche, kongruente Punktreilien.

40. Aus der allgemeinen projektiven Beziehung zweier

Pnnktreihen ergibt sich eine spezielle, wenn wir die

uneigentlichen oder unendlich fernen Punkte der beiden

Trager besonders berucksichtigen ,
was dadurch moglich

wird, daB wir dieselben in der projektiven Beziehung
einander entsprechen lassen. Sind Q und Qx diese un
endlich fernen Punkte, so ist also

(ABCQ) = (A1
B

1
C

1 Q1 ),

folglich

AC
__ AjCi

1C
~~

B^i
oder auch

AC BG

W&quot;^^
PJy imiJJ daher iiberhaupt das Yerhaltnis irgend zweier

entsprechender Strecken unveranderlich = c sein. Solche

Punktreilien heiBen ,,ahnlich&quot;.

1st c = 1
,
so sind je zwei entsprechende Strecken

gleicli lang, die projektiven Punktreihen werden als

,,kongruent&quot; bezeichnet.

Aufgabe 14. Man zeige, daB man ahnliche (unter TJm-

Btfinden kongruente) Punktreihen erhalt, wenn man
zwei parallele Grerade mit einem beliebigen Strahlen-
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btischel oder zwei beliebige Gerade mit einem Parallel-

strahlenbuschel schneidet.

Ebenso heiBen zwei projektive Strahlenbuschel kon-

gruent, wenn irgend zwei Strahlen den gleichen Winkel

einschlieBen wie die ihnen entsprechenden. Solche

Strahlenbuschel erhalt man z. B., wenn man eine Punkt-

reihe aus zwei Punkten S und St projiziert,
die gleichweit

entfernt von derselben und auf einer Senkrechten zu ihr

liegen, oder auch dadurch, daB man zwei zur unendhch

fernen Geraden perspektive Btischel betrachtet, in denen

folglich entsprechende Strahlen immer parallel laufen.



IV. Abschnitt.

Die projektive Beziehung auf dem gleichen

Trager.

16. Die Doppelelemente und ihre Konstruktion.

Bestimmung einer projektiven Beziehung auf
dem gleichen Trager.

41. Denken wir uns zwei Punktreihen g und g
projektiv aufeinander bezogen. Dann konnen wir auch
den Trager der einen Punktreihe mit dem der andern
zusammenfallen lassen. Wir haben also nur noch einen
Trager, der gewissermafien doppelt zu nehmen und
,,projektiv auf sich selbst bezogen&quot; ist. Die Moglichkeit
einer solchen Beziehung laflt sich auch direkt leicht

erkennen: denn ordnen wir drei Punkten A, B, C eines

Tragers g drei andere Punkte A
A ,
Bn G

i cles gleichen
Tragers zu, so ist dadurch die projektive Beziehung
auf der Punktreihe g festgelegt. Urn sie namlich kon-
struktiv zu verfolgen, projizieren wir A, B, C aus einem
beliebigen (nicht auf g gelegenen) Punkt S und A

x ,
B

i ,

C
t
aus einem Punkte S

t je durch einen Strahlenbuschel.
Dann ist die projektive Beziehung dieser beiden Biischel
bestimmt und entsprechende Strahlen derselben schneiden
entsprechende Punkte auf g aus. Ist ein Punkt auf dem
Trager g gegeben, ohne daB hinzugefugt ist, welcher der
beiden Punktreihen er angehoren soil, so kann man ihn
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als Punkt cler einen oder andern Punktreihe nehmen und

demgemafi mit J oder K
t
bezeichnen. Verbindet man ihn

dann entweder mit S oder mit Sn so ist es moglich, die

beiden entsprechenden Punkte J und K zu finden,
welche im allgemeinen nicht zusammenfallen werclen.

Ganz ebenso konnen wir auch einen Strahlenbiischel

oder einen Ebenenbiischel projektiv auf sich selbst

beziehen.

Der Sinn projektiver Gebilde.

42. Ist ein Grundgebilde erster Stufe, z. B. cine

Punktreihe g, gt , projektiv auf sich bezogen und durch-

laufen wir das cine der beiden Systeme in einem gewissen

Sinne, z. B. im Sinne ABC, wenn dies drei Punkte von

g, so wird auch fur die Elemente des zweiten Systems

gj dadurch eine gewisse Anordnung festgelegt, indem

sich, wie leicht zu erkennen ist, auch fiir dies Gebildo

ein einzigerSinnausbildet, derdurch die dreientsprechenden
Punkte A

1 , Bj^ ,
C bereits bestimmt ist. In der Tat denken

wir uns die beiden Punktreihen auf getrennten Tragern
und in perspektive Lage gebracht, so dafi sie als Schnitte

des gleichen Strahlenbuschels erscheinen, so wird durch

den Sinn ABC auch in diesem Biischel ein gewisscr
Sinn festgelegt, und dieser iibertragt sich wiederum auf

die zweite Punktreihe. Derselbe bleibt der gleiche, 1111-

abhangig davon, welche Tripel A, B, C bzw. A1} B1} Ct

man herausgreift.

Die beiden projektiven Gebilde auf dem gleichen

Trager, Punktreihen, Strahlenbiischel oder Ebenenbiischel,

heifien nun ,,gleichsinnig&quot; oder ,,gleichlaufend&quot;,wenn
der zweite Sinn mit dem ersten ubereinstimmt (Fig. 2 6 a),

dagegen ,,ungleichsinnig&quot; oder ,,entgegengesctzt-

laufend&quot;, wenn dies nicht der Fall ist (Fig. 26b). Man
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bemerke, daB zwei projektive Gebilde auf dem gleichen

Trager also stets entweder durchaus im Sinn uberein-

stimmen oder durchaus entgegengesetzten Sinn haben.

Dagegen ist es nicht moglich, daB sie etwa in einem

Gebiete im gleichen, in einem andern Gebiete im entgegen

gesetzten Sinne laufen.

Fig. 26 a.

Die Doppelelemente.

43. Bis hierher unterschied sicli die projektive

Beziehung auf dem gleichen Trager nicht wesentlich

von der fruher auf verschiedenen Tragern betrachteten.

Ein neuer Gesichtspunkt wircl erst durch folgende Frage-

stellung gewonnen: Enthalt ein projektiv aiif sich selbst

bezogener Trager Elemente, die sich mit den ihnen ent-

sprechenden decken? Konnen wir z. B. bei einer projek-
tiven Beziehung auf einer Geraden einen Punkt X finden,
der mit dem entsprechenden X

x zusammenfallt? Wir
werden einen solchen Punkt einen ,,Doppelpunkt&quot; nennen;
ihnen entsprechen ,,Doppelstrahlen&quot; und ,,Doppelebenen&quot;

beim Strahlen- bzw. Ebenenbiischel.
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Bevor wir nun allgemein diese Doppelelemente kon-

struieren lernen, wollen wir sehen, wie sich ihre Existenz

in gewissen Fallen schon aus der geometrischen An-

schauung herleiten liifit.

Betrachten wir eine ungleichsinnige Projektivitat in

einem Strahlenbuschel. Ein beweglich gedachter Strahl

durchlauft den ersten Biischel im Sinne abc (Fig. 26b)
nach irgend einem Gesetze, etwa mit gleichformiger

Winkelgeschwindigkeit. Die Bewegung eines Strahles

des zweiten Biischels sei dadurch beetimmt, dafi er sich

in & befinden soil, wenn der erste Strahl mit a zusammen-

fallt, in D! ,
wenn dieser b passiert usw., dafi also iiberhaupt

die beiden beweglichen Strahlen im gleichen Zeit-

moment sich immer in entsprechenden Strahlen der

projektiven Beziehung befinden. Hat nun der erste Strahl

von a ausgehend die Lage a
x

erreicht und bezeichnen

wir ihn in dieser Stellung mit d
,
so befindet sich der

entsprechende Strahl in d
x . Wo nun d

t
auch gelegen

sein mag, jedenfalls haben die von a bzw. a^ iiber-

strichenen Winkelraume aaA
und ddx infolge des entgegen-

gesetzten Drehungssinnes einen Teil gemeuisam, in

dem in der Figur gezeichneten Falle z. B. den Winkelraum

d dx ,
und in diesem, der von den beiden beweglichen

Strahlen im entgegengesetzten Sinne iiberstrichen wird,

muB es einmal vorkommen, daB die Strahlen tibereinander

wegeilen. Einer solchen Stellung, wo sich fur einen

Moment die beiden Strahlen decken, entspricht aber offen-

bar ein Doppelstrahl m, m
1
der beiden Biischel.

Lassen wir ferner den ersten Strahl von der Lage

d aus seine Bewegung fortsetzen, bis er mit a zusammen-

gefalien ist, so bewegt sich wahrend dieser Zeit der

zweite Strahl im entgegengesetzten Sinne von d
1
nach a

t

und es inuB sich also auch im Winkelraum aa
x

ein
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zweiter Doppelstrahl n
,
n
x der Biischel befinden, welcher

vom ersten Doppelstrahl m sowohl durch das Strahlen-

paar a
,
a
x

als auch durch das Paar d
,
d
x getrennt wird.

Die gleiche Betrachtung 1st auch fiir Punktreihen durch-

fiihrbar, so dafi damit bewiesen:

Satz 17. ,,In einer ungleichsinnigen projektiven

Beziehung auf dem gleichen Trager gibt es stets zwei

Doppelelemente, welche durch jedesPaar entsprechender
Elemente getrennt werden. Diese zwei Doppelelemente
konnen folglich nie ^zusammenfallen.&quot;

Auf die nicht einfachen Yoraussetzungen und Be-

trachtungen, welche notig sind, um diesen Satz zu be-

weisen, ohne die Anschauung zu Hilfe zu nehmen, gehen
wir nicht ein.

Wahrend in ungleichsinnigen projektiven Grebilden

1. Stufe demnach stets zwei nicht zusammenfallende

Doppelelemente auftreten, kann man bei gleichsinnigen

Projektivitaten dies nicht behaupten. In ihnen konnen

Doppelelemente auftreten oder auch nicht.

Dagegen ist es unmoglich, dafi mehr als zwei

Doppelelemente vorhanden sind. Denn angenommen, es

gebe in einer projektiven Beziehung auf einer Punktreihe
drei Doppelpunkte M, N, P, so ware fiir ein Paar ent

sprechender Punkte A und A
1

(MNPA) = (M1
N

1
P

1 A1),

wobei Mj mit M, N
A mit N, P mit P zusammenfallt.

Es ist aber unmoglich, daB zwei verschiedene Pimkte A
und A mit drei Punkten das namliche Doppelverhaltnis
bilden, also fallt auch A mit A

x
und iiberhaupt jeder

Pimkt mit seinem entsprechenden zusammen und es er-

gibt sich:
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Satz 18. ,,Wenn in einer projektiven Beziehung- auf

dem gleichen Trager drei Elemente mit den ihnen

entsprechenden sich decken, so deckt sich iiberhaupt

jedes Element mit dem entsprechenden, d. h. man hat

eine Identitat.&quot;

Demnach kann die Zahl der auftretenden Doppel-
elemente 0, 1 oder 2 sein. Ihre Bestimmung laBt

sich zuruckfiihren auf den Fall der Konstruktion der

Doppelpunkte zweier ineinanderliegender projektiver

Punktreihen. Denn aus einem projektiv auf sich be-

zogenen Strahlenbiischel schneidet eine Grerade seiner

Ebene zwei projektive Punktreihen aus, nach deren

Doppelpunkten die Doppelstrahlen des Biischels laufen,

und ein projektiv auf sich bezogener Ebenenbiischel

wird von einer behebigen Ebene in einem projektiv auf

sich bezogenen Strahlenbiischel geschnitten, durch dessen

Doppelstrahlen auch die Doppelebenen des Ebenenbiischels

gehen. Zur Konstruktion der Doppelpunkte zweier pro

jektiver Punktreihen bedicnen wir uns eines Kreises, der

ein fur allemal gezeichnet vorliegen kann, miissen aber

zu dem Zweck noch vorher eine

Eigenschaft des Kreises kennen

lernen.

Hilfssatz iiber den Kreis.

44. Sincl P und P
1
zwei be-

liebige Punkte auf einom Krcis

(Fig. 27) und projizieren wir aus

ihnen die iibrigen Punkte &amp;lt;l&amp;lt;

i s

Kreises, also den Punkt A duivli

die Strahlen a und ^ ,
den

Punkt P) durch die Strahlen 1)

und b
A

so erhalten wir
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die Biischel P und Pt ,
und diese sind projektiv, d. h.

es gilt der

Satz 19. ,,Aus irgend zwei beliebigen Punkten eines

Kreises werden die iibrigen Punkte desselben durch pro-

jektive Biischel
projiziert.&quot;

In der Tat 1st ja

oder

In beiden Fallen wird

sin (ab)
= sin (% bj)

sin (a d)
= sin (a^ d1 )

.

Es ist folglich auch

(abed) = (a^G^),
wenn dies irgend vier Strahlenpaare sind, die aus P und

P
1
Punkte der Kreisperipherie projizieren; also sind die

Biischel P und P projektiv; ihre besondere Eigentlim-

lichkeit besteht darin, daB sie kongruent (vgl. 40.) und

gleichsinnig sind.

Die Steinersche Konstruktion der

Doppelelemente.

45. Es liege jetzt ein Kreis gezeichnet vor und in

seiner Ebene befinde sich der Trager g, auf dena eine

projektive Beziehung durch die Punktpaare A
, A! ,

B
,

B
i , Ci gegeben ist (Fig. 28). Urn nun tiber das

Vorhandensein von Doppelpunkten einen sicheren Auf-

schluB zu gewinnen, wahlen wir zunachst auf dem Kreise

beliebig einen Punkt S und ziehen die Linien SA, SB,
SO, SA]_ , SBj_ , SCi ,

welche den Kreis zum zweitenmal

in A
,
B

, , A! , Bj ,
C

t schneiden mogen. Wir haben
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(lann die beiden gegebenen Punktreihen ,,auf den Kreis

projiziert&quot;.

Fig. 28.

Bezeichnen wir ferner die eben genannten seeks

Strahlen der Reihe nach mit a
,
b

,
c

, s^ ,
b
t , q ,

so

liegen in S projektive Buschel vereinigt, also

(1) Buschel (a ,
b

,
c . . .

)
A Buschel (a^ , \ , q . . .

)
.

Projizieren wir nun die Punkte A
,
B

,
C usw. aus

A,_ ,
sowie die Punkte At , Bj ,

C usw. aus A je durch

einen Strahlenbiischel, so ergeben sich nach dem soeben

bewiesenen Hilfssatz folgende Projektivitaten:

(2) Buschel A (A! , B! , C^ . .
.)
A Buschel &(% , \ , q . .

.)
.

(3) Buschel A! (A, B, C...) A Buschel S (a, b, c...)*)

*) Die Bezeichnung ist leicht verstandlich : Buschel

A (A, , B! , Cj ,
. . . ) bedeutet den Strahlenbiischel mit dem

Mittelpunkt A, dessen Strahlen nach A
: , B, , 0^ ... laufen.
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Da aber nach (1) auch die Buschel rechts projektiv

sind, so folgt

(4) Buschel A(AX ,
B

, C,. . .
.)
A Biiscliel At (A ,

B
,
C . .

.)
.

Diese Buschel sind aber nicht bloB projektiv, sondern

auch perspektiv nach Satz 14
,
da in der Yerbindungs-

linie AA! der Buschelmittelpunkte entsprechende Strahlen

der beiden Buschel sich decken; folglich liegen die

Schnittpunkte entsprechender Strahlen auf einer Ge-

raden p .

Schneiden sich mithin ABj und A
X
B in (, ferner

AC/J und At C in 23, so ist die Yerbindungslinie 53 ( die

Achse p der Perspektivitat
Ist also @ ein beliebiger Punkt auf p ,

so liefern

A( und A! die zweiten Schnittpunkte Dx
und D mit

dem Kreise, und D und D
t geben aus S auf g projiziert

zwei entsprechende Punkte D und D! der projektiven
Punktreihen.

Nun moge die Achse p den Kreis in M und N
schneiden. Fuhrt man dann fur diese Punkte von p die

gleiche Betrachtung durch wie gerade fur den beliebigen

Punkt (, so ergibt sich aus der Figur, daB M und N
aus S auf g projiziert die Doppelpunkte M und N der

projektiven Punktreihen liefern.

In den Linien SM und SN haben wir ferner die

Doppelstrahlen der in S vereinigten projektiven
Strahlenbuschel (a ,

b
, c) und

(a^^ , \ , q) ermittelt.

Wenn also die Achse p den Hilfskreis schneidet, so treten

reelle Doppelelemente in den beiden projektiven Gebilden

auf (hyperboUsche Projektivitat). Trifft die Linie p da-

gegen den Kreis nicht, so gibt es keine (reellen) Doppel
elemente (elliptische Projektivitat). Beriihrt endlich die

Linie p den Kreis, so haben wir den tjbergangsfall der
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,,parabolischen&quot; Projektivitat, bei der die beiden Doppel
elemente sich in ein einziges vereinigt haben. Die letztge-

nannte projektive Beziehung ist notwendig erne gleich-

sinnige, da bei einer imgleichsinnigen Projektivitat die

beiden Doppelelemente sich nach Satz 17 nicht ver-

einigen konnen.

Zusatz. Statt der Punkte A und A^ hatte man eben-

sogut auch B und Bt oder C und C^ usw. als Mittel-

punkte der perspektiven Biischel wahlen konnen. Die

Punkte M und N, also auch die Gerade p miissen

sich dadurch ebenso ergeben. Es muB demnach auch

der Schnittpunkt 51 von BC^ und B^, der Schnitt-

punkt g von BDj^ und B D usw. auf p liegen. Die

Achse p enthalt mithin alle Schnittpunkte wie

ABi

A.B

usw. j

Diese Konstruktion der Doppelelemente ersann der

deutsche Greometer Jacob Sterner. [Die geometrischen

Konstruktionen ausgefiihrt mittels der geraden Linie und

eines festen Kreises. Berlin 1833.]

Ein weiterer Satz fiber die Doppelelemente.

46. Sind M, N die Doppelpunkte , A, A
x , B, B

zwei Paare entsprechender Punkte zweier projektiver

Punktreihen, so hat man

/

Fiihrt man die Ausdriicke fur die DoppelverhMltnisse

ein, so ergibt eine leichte Umforinimg die andere Relation

(MNAAJ =
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Der AVert dieses Doppelverhaltnisses muB also fur

alle Paare entsprechender Punkte der gleiche sein, etwa
= k = konst. Damit 1st fiir reelle Doppelelemente be-

wiesen der allgemein gultige

Satz 20. ,,Je zwei entsprechende Elemente einer pro-

jektiven Beziehung auf clein gleichen Trager bilden

mit den beiden Doppelelementen ein konstantes Doppel-
verhaitnis.&quot;

Wird also beispielsweise ein Paar entsprechender
Elemente einer projektiven Beziehung durch die beiden

Doppelelemente getrennt oder nicht getrennt, so hat

jedes Paar entsprechender Elemente die gleiche Eigen-
schaft.

Bestimmung der Doppelelemente durch die

Rechnung.
47. Bemerken wir noch kurz, wie die Rechnung die

Doppelelemente liefert. Wird eine und dieselbe Oferade

als X- und Xj-Achse genommen, so ist eine projektive

Beziehung auf derselben nach 38. gegeben durch eine

Grleichung

Ein Doppelpunkt hat die Eigenschaft, daB fur ihn
x ==

Xj , vorausgesetzt, daB wir die x und x
x
vom

gleichen Anfangspunkt aus und in derselben Richtung
positiv rechnen. Setzen wir also in der Relation x = X

A ,

so kommt die quadratische Gleichung

ax2 + (^-j-y) X -l- (5 = 0,
deren beide Wurzeln die Abszissen der Doppelpunkte
hefern. Suid die Wurzeln der Grleichung imaginar, so

gibt es keine Doppelpunlite; wir sagen: die Doppelpunkte
sind imaginar.

Doehlemann, Projektive Geometrie. 6
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Alle Aufgaben, deren Losung schlieBlich auf erne

Gleichung 2. Grades fiihrt, bezeichnen wir als Aufgaben
2. Grades. Hire geometrische Erledigung finden diese

immer durch die soeben bewiesene Steinersche Konstruk-

tion, bei der ein Kreis und auBerdem das Lineal zu be-

nutzen ist. Fiihrt eine Aufgabe analytisch zu einer line-

aren Gleichung, also zu einer Gleichung 1. Grades, so

wird sie als Aufgabe 1. Grades bezeichnet. Konstruktiv

muB sie sich dann behandeln lassen lediglich unter Be-

nutzung des Lineals. Bei einer solchen linearen Aufgabe
kommen also bloB die Operationen vor: den Schnittpunkt
zweier Geraden zu zeichnen und durch zwei Punkte eine

Gerade zu legen. Bei der Steinerschen Konstruktion da-

gegen hatte man die Schnittpunkte einer Greraden (p) mit

einem Kreis zu zeichnen.

Aufgabe 15. Eine Gerade g soil projektiv so auf sich

bezogen werden, daB den zwei gegebenen Punkten A
und B zwei andere Ax

und E
1 entsprechen, und daB

der weiter gegebene Punkt M einer der Doppelpunkte
der projektiven Beziehung wird.

1. L 6 sung. Bezeichnet man M auch noch als M15 so

hat man drei Paare entsprechender Punkte und kann

unter Zuhilfenahme eines Kreises nach 45. den noch

fohlenden Doppelpunkt finden. Man fuhre die Kon
struktion wirklich durch.

2. Losung. Ist von den beiden Doppelelementen eines

gegeben, so hangt die Aufgabe, das fehlende zu be-

stimmen, nur noch von einer linearen Gleichung ab;

sie ist also eine Aufgabe 1. Grades nnd muB sich

folglich auch ohne Benutzung eines Kreises, lediglich

mit dem Lineal iSsen lassen. In der Tat ziehen wir

durch M irgend eine Gerade und wahlen auf ihr die
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Punkte S und Sx willkiirlich. Aus S projizieren wir
die Punkte A, B, M, aus S

t
die Punkte A17 B17 Mr

Dann sind cliese beiden Biischel projektiv, sofern ent-

sprechende Strahlen derselben je entsprechende Punkte
der Punktreihen projizieren; die Biischel sind aber iiber-

dies wieder perspektiv, wett im Yerbindungsstrahl SSt

entsprechende Strahlen vereinigt liegen. Sie liefern

eine Perspektivitatsach.se p, die bestimmt ist durch die

Punkte A und B, wobei der erstere der Schnittpunkt
von SA undS^ ,

wahrend in B sich SB und S^ be-

gegnen. Der Schnittpunkt von p mit g ist dann aber
der zweite Doppelpunkt N der projektiven Beziehung.

Man beweise ferner: Geht p auch durch M, so er-

halten wir eine parabolische Projektivitat; sie ist sehon

bestimmt, wenn wir uns das eine Paar A, A geben und
den Punkt M, in welchem sich die 2 Doppelelemente
vereinigt haben sollen.

Ist M wieder einfacher Doppelpunkt, aber im Unend-
lichen gelegen, so erhalten wir ahnliche Punktreihen

(40.), da die unendlich fernen Punkte der beiden TrSger
sich dann entsprechen; dieselben haben im Endlichen
noch einen Doppelpunkt.

Wahlen wir kongruente Punktreihen (40.), also
AB =

-j- A^j ,
so erhalten wir filr das untere Yorzeichen

eine ungleichsinnige Projektivitat mit noch einem im
Endlichen gelegenen Doppelpunkt. Fur das obere Yor
zeichen sind die kongruenten Punktreihen gleichsinnig.
Dann riickt auch der zweite Doppelpunkt ins Unendliche,
so daB also diese Beziehung als eine parabolische Pro
jektivitat mit unendlich fernem Doppelpunkt anzusehen
ist, eine Eigenschaft, die auch umgekehrt geniigt, urn

kongruente gleichsinnige Punktreihen zu definieren.

6*
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Aufgabe 16. Man beweise, dafi zwei kongruente Strahlen-

btischel in vereinigter Lage imaginare Doppelstralilen

haben, wenn sie gleichsinnig sind, dagegen immer
zwei reelle und aufeinander senkreclit stehende Doppel-
strahlen

,
wenn sienach entgegengesetzenRichtungen

laufen.

Losung. Benutzen wir den Steinerschen Kreis, so wircl

die Gerade p im ersten Falle die unendlich feme Gre-

r;ide, welche den Kreis nicht trifft. Im zweiten Falle

crkennt man unmittelbar, dafi die Doppelstrahlen die

Linien sein miissen, welche die von entsprechenden
Strahlen wie a und % ,

b und DJ usf. gebildeten Winkel

halbieren.

Aufgabe 17. Yon einer projektiven Beziehung auf einer

(jeraden sind gegeben ein Paar entsprechender Punkte

A
,A! ,

sowie die beiden DoppelpunkteM und N. &quot;Weitere

entsprechende Punkte zu konstruieren.

Aufgabe 18. In einem Strahlenbuschel sind gegeben
die Strahlenpaare a, al7 b, b

x
und der Strahl m.

Man beziehe den Buschel projektiv so auf sich, daB

m ein Doppelstrahl und a, a
:
und b, b

x
zwei Paare

entsprechender Strahlen.

Losung. Ziehe durch einen Punkt von m zwei Gerade

g und gl
und bringe sie beztiglich zum Schnitt mit den

Biischeln.

Aufgabe 19. Yon einer projektiven Beziehung eines

Strahlenbiischels sind gegeben ein Paar entsprechender

Strahlen a, a1? sowie die beiden Doppelstrahlen m
und n. Weitere entsprechende Strahlen zu konstruieren.

Aufgabe 20. Gegeben sind drei Gerade gt , g23 g3 ,

und drei Punkte P
,
P2 ,

P3 ;
man zeichne ein Dreieck

A1 , A2, A8 ,
dessen Ecken in dieser Reihenfolge be-
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zuglich auf den drei Geraden liegen und dessen Seiten

A! A2 ,
A2A3 ,

A
3
A

x
bzw. durch die Punkte P

x ,
P

2 ,
P

3

hindurchgehen.

Losung. Wahlen wir auf gi einen Punkt A
t ganz be-

liebig, ziehen wir die Yerbindungslinie A1
P

1 ,
welche

g2 in A
2 treffen moge. Die Yerbindungslinie A

2
P

2

schneide g3
in A3 und die Yerbindungslinie A3 P3 end-

lich liefere auf gl einen Schnittpunkt A{. Lassen wir

Aj_ die Punktreihe g durchlaufen, so beschreibt der

Punkt AI eine dazu projektive Punktreihe. Wir be-

stimmen diese projektive Beziehung, indem wir zu drei

Lagen des einen Punktes die entsprechenden des andern
zeichnen. Sind dann die Doppelpunkte dieser projek-
tiven Punktreihe reell vorhanden, so liefert jeder der-

selben ein Dreieck von der verlangten Eigenschaft.

Yerallgemeinerung fur n-Eeke!

17. Die involutorische Beziehung.

Herleitung der involutorischen Beziehung.
48. Betrachten wir noch einen speziellen, aber be-

sonders wichtigen Fall der projektiven Beziehung auf dem
gleiohen Trager. Eine Punktreihe sei projektiv auf sich

bezogen und einem beliebigen Punkte A entspreche eiu

Punkt AI. Bezeichnen wir den gleichen Punkt A mit Bj,
indem wir ihn als einen Punkt des zweiten Systems auf-

fassen, so wircl ihm ein Punkt B zugewiesen sein, der

von A
t verschieden ist. Es fragt sich nun : Kaim B mit

Aj_ zusammenfallen und kann dies noch fur weitere Punkte
einer projektiven Beziehung eintreten? Darauf gibt Ant-
wort folgender

Satz 21. ,,Wenn in einer projektiven Beziohung auf

einer Punktreihe einmal die beiden einem Punkte
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entsprechenden Punkte zusammenfalien, so fallen sie

fur jeden Pankt zusammen.&quot;

Wahlen wir, um dies nachzuweisen, A und A
A sowie

C und G! ganz beliebig (Fig. 29), B
t
ferner falle mit A

Fig. 29.

und B mit A
x zusammen, dann ist durch die drei Paare

A,B, C,Aj, B^C! sicher eine projektive Beziehung be-

stimmt. Bezeichnen wir jetzt den Punkt C mit D1? so

entspricht ihm ein Punkt D derart, dafi

(ABCD) = (A^C^)
= (BAC^C)

oder nach 24. =^600^.
Daraus folgt aber dann, dafi D mit C^ zusammenfallt.

Ganz in der gleichen &quot;Weise zeigt man, dafi einem be-

liebigen Punkte E, Fj ein Punkt E
x ,

F entspricht. Es

ist also nicht notig, die beiden Punktreihen in der Be-

zeichnung zu unterscheiden, jedem Punkte des Tragers

ist ein bestimmter Punkt zugewiesen. Es zerfallt der

ganze Trager in Punktpaare und wir wollen die Punkte

eines Paares als entsprechende oder zugeordnete Punkte

bezeichnen. Die analogen Betrachtungen gelten ftir den

Strahlen- und Ebenenbtischel. Wir nennen eine solche

projektive Beziehung, in der jedem Element ein anderes

doppelt entspricht, eine ,,involutorische&quot;
oder auch eine

,,Involution&quot;
von Punkten bzw. Strahlen oder Ebenen.

Bezeichnen wir in Fig. 29 den Punkt ABt
mit A, den

Punkt AjB mit A
,
C und Ct

mit B und B r

,
so zeigt

die eben durchgefiihrte Betrachtung, dafi die Involution

auf der Geraden durch die beiden Paare von zugeordneten
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Punkten A, A und B,B gerade bestimmt ist oder all-

gemein

Satz 22. ,,Eine Involution ist durch zwei Paare von

zugeordneten Elementen bestimmt.&quot;

Drei Paare zugeordneter Elemente einer Involution

sinddemnach nicht voneinander unabhangig; es muB also

z. B. fur eine Punktinvolution zwischen den Strecken,

welche drei beliebige Punktpaare A, A , B, B , C, C

bestimmen, ein Zusammenhang bestehen. In der Tat

ist ja

(ABA CO = (A B AC)
und daraus folgt

AB . BC C A = A B . B C C A
oder auch

AF BC GA
A B&quot; B C&quot;&quot; C A

~

Ist umgekehrt diese Bedingung erfullt, so kann man
aus ihr auf die Grleichheit der obigen Doppelverhaltnisse

schlieBen, und die drei Punktpaare gehoren einer In

volution an.

Die Doppelelemente einer Involution.

49. Die Doppelelemente der projektiven Beziehung
finden wir naturlich auch wieder bei der Involution.

Jedes Doppelelement stellt ein Paar von Elementen vor,
die einander unendlich nahe geriickt sind. Sind die

Doppelelemente vorhanden, so heiBt die Involution

eine ,,hyperbolische&quot;, bei nicht vorhandenen Doppel-
elementen dagegen eine ,,elliptische&quot; und endlich eine

,,parabolische&quot;, wenn die Doppelelemente sich in ein

Element vereinigt haben.
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Sind M, N die Doppelpunkte einer Punktinvolution,
wahrend A, A

, B, B usw. Paare von zugeordneten

Punkten, so folgt aus Satz 20 (S. 81), der hier ja auch gilt,

(MNAA )
= (MNA A) = konst. = k.

Es ist aber nach 24., Gleichung (3)

also

(MNAA )
2 = 1.

Als Wert des Doppelverhiiltmsses (MNAA ) ergibt

sich daraus 1, da derWert -f 1 nicht zulassig(25. Aufg. 3.);

es ist also k = 1 und A und A liegen hannonisch

zu M und N, ebenso B und B usw. Allgemein kann

man beweisen

Satz 23. ,,Eine Involution besteht aus all den Paaren

von Elementen, welche die zwei Doppelelemente, (die

reell oder imaginar sein konnen), harmonisch trennen.&quot;

Gibt man sich. also z. B. irgend zwei Gerade m und n,

die sich in S schneiden, so kann man zu jedem be-

liebigen Strahle a des Biischels S einen Strahl a kon-

struieren, derart, da6 a und a das Strahlenpaar m,n har

monisch trennen. Alle diese Strahlenpaare a, a bilclen

eine Strahleninvolution.

Irgend eine nicht durch S gehende Gerade wird von

derselben in einer Punktinvolution geschnitten, wie iiber-

haupt aus involutorischen Gebilden durch Projizieren und

Schneiden wiederum solche Gebilde hervorgehen.
LaBt man m und n oder allgemein die Doppelelemente

einer Involution zusammenfalien, so mufi von den beiden

Elementen eines jeden Paares der Involution eines sich

stets mit diesem Doppelelement vereinigen. In einer

solchen parabolischen (uneigentlichen) Involution ent-
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spricht daher dem Doppelelement jedes Element des

Tragers. Man beachte diesen Unterschied im Yergleich

zur parabolischen Projektivitat.

18. Die Punktinvolution.

Die verschiedenen Typen.

50. Hat man eine Punktinvolution auf einer Geraden,

so kann man auch zum unendlich fernen Punkt ihres

Tragers sich den entsprechenden Punkt verschaffen.

Dieser Punkt heiBt der Mittelpunkt der Involution.

Weitere Paare entsprechender Punkte seien A, A , B,B
usw. Dann gilt die Relation

(ABO 00 = (A B 0),

da ja die involutorische Beziehung nur ein spezieller Fall

der projektiven. Rechnet man die Ausdrucke aus und

beachtet, daB im Unendlichen liegt, so ergibt sich

AO- A O = BO-B 0.

Demnach muB dies Produkt, gebildet fur irgend zwei

entsprechende Punkte, immer den gleichen Wert haben.

Bezeichnen wir denselben mit c, so sind folgende Falle

moglich :

1) c positiv, also etwa c = d 2
. Dann miissen die

Strecken AO und A O, BO und B O usw. stets gleich-

gerichtet sein, da ihr Produkt positiv*). Es liegen also

entsprechende Punkte A, A
7 usw. immer auf der gleichen

Seite von
,
beicle rechts oder beide links vom Mittelpunkt

(Fig. 30 a). In der Entfernung d vom Mittelpunkt
finden wir rechts und links die Doppelpunkte dieser

hyperbolischen Involution.

*) Wir wahlen auf dem Trager der Involution eine

Richtung als die positive.
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Fig. 30 a.

2) c
negatyr, so daB c = d 2

. Dann miissen

entsprechende Punkte wie A, A usw. stets auf ver-

schiedenen Seiten von liegen, der eine rechts, der
andere links vom Mittelpunkt (Fig. 30 b). Die Involution
besitzt keine Doppelpunkte, ist elliptisch.

Fig. 30 b.

3) c = Hefert den Ubergangsfall. SoU das Produkt

AO Ar O stets Null sein, so muB von den zwei Punkten

A, A usw. imnier einer nach fallen. Jedein Punkte

des Tragers entspricht also der Mittelpunkt und in

diesen riicken gleichzeitig die beiden Doppelpunkte. Dies

ist eine parabolische Involution.
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Aus 1) und 2) ergibt sich noch die Regel: Wenn die

beiden Punktpaare A,A und B,B sich trennen, so existieren

keine Doppelpunkte (Fig. 3Ob); wenn aber eine der

Strecken A A und B B 7

ganz innerhalb vi er ganz aufierhalb

der andern liegt, so sind reelle Doppnipunkte vorhanden

(Fig. 30 a).

Greometrische Erzeugung einer inktinvolution.

51. Sind zwei Punktpaare A, A , i&amp;gt;,

B einer Punkt

involution gegeben (Fig. 30 a oder 30 b), so legen wir

durch einen beliebigen Punkt P und lurch A und A
,

sowie durch P, B und B je einen Kreis. Diese beiden

Kreise schneiden sich zum zweitenmal in einem Punkte

Q. Die Yerbindungslinie P Q trifft den Trager der In

volution in einem Punkte 0. Alle Kreise, die durch P
und Q gehen, bilden einen Kreisbuschel&quot;. Schneidet

irgend einer dieser Kreise den Trager in den Punkten C
und C

,
so ergibt sich nach planimetrischen Satzen

OP.OQ = OA.OA ==OB.OB ==OC.OC .

Also bilden die Punktpaare, in denen der Kreisbuschel

den Trager g schneidet, die gegebene Punktinvolution.

ist der Mittelpunkt derselben. Trennen sich die Punkt

paare A, A , B,B nicht wie in Figur 30 a, so gibt es

in dem Biischcl auch zwei Kreise, welche den Trager
beruhren. Die Beruhrungspunkte sind die Doppelpunkte

M, N der Involution. In der Figur 30 b, wo die Punkt

paare A, A , B,B sich trennen, existieren keine Doppel-

pimkte. Umgekehrt wird jeder Kreisbuschel von irgend

einer Geraden seiner Ebene in einer Punktinvolution ge-

schnitten, die jedem der drei genannten Typen angehoren
kann. Legt man die (rerade durch P

(
oder Q, so erhalt

man auf ihr als Schnitt mit dem Kreisbiische] eine para-

bolische Involution.
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19. Die Strahleninvolution.

Das rechtwinkelige Strahlenpaar einer
Strahleninvolution.

52. War ftir die metrische Behandlung der Punkt-
involution der Mittelpunkt derselben von Bedeutung, so
konnen wir bei einer Strahleninvolution iinmer ein

Strahlenpaar linden, dessen beide Elemente aufeinander
senkrecht stehen.

Fig. 31 a.

In der Tat ist im Pimkte S eine Involution gegeben
(lurch die Strahlenpaare a, a und b, V, so schneiden
wir mit einer beliebigen Greraden g diese Strahleninvolution
in einer Punktinvolution A

,
A

,
B

,
B (Fig. 3 la und 31b).

Durch die Pimkte S, A, A sowie durch S, B, B
zeichnen wir bzw. Kreise, die sich zum zweitenmal in

P begeguen. Dann konnen wir die Punktinvolution auf

g auch vermittels des Kreisbiischels durch S und P er-

zeugen. In diesem findet sich aber stets auch ein Kreis,
der seinen Mittelpunkt auf g hat. Begegnet dieser der

Geraden g in X und X
,
so werden diese beiden Punkte
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aus S durch ein Strahlenpaar x ,
x7 der Strahleninvolution

projiziert, das einen rechten Winkel einschlieBt

In Figur 31 a sind die Doppelpiuikte M und N der

Punktinvolution auf g konstruiert, indem nach 51. vom

Schnittpunkt aus an einen der Kreise des Blischels

die Tangente gezeichnet wnrde. Fach ihnen laufen die

Doppelstrahlen m und n der Strahleninvolution; die

Stralilen x
,
x halbieren nach Aufgabe 6 die &quot;Winkel von

Fig. 31 b.

m und n. Es gilt ferner auch (vgl. Aufgabe 10) die

Relation

tg(xa) tg(xaO = tg(xb)
. tg(xbO ... - tg* (xm) = tg (xn)

= konst.

Die Rechtwinkelinvolution.

53. Errichtet man zu den Stralilen a, b, c eines

Biischels in dessen Mittelpunkte S die Senkrechten a
,

b
,
c . . (Fig. 32), so sind die Biischel a, b, c . . .

und a
,
b

,
c . . . projektiv. Sie stehen aber weiter in

involutorischer Beziehung. Denn dem Strahle a
, ge-

nommen als Strahl d
, entspricht wieder a als Element dx

.
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Diese Paare rechter Winkel bilden eine Strahleninvolution,
die man als rechtwinkelige Strahleninvolution, als ,,zir-

kulare&quot; oder kurz als ,,Rechtwinkelinvolution&quot; bezeichnet.

Selbstverstandlich hat sie keine reellen Doppelstrahlen.
Zwei Paare rechtwinkeliger Strahlen a

, a und b
,
b

bestiinnien jedenfalls eine Involution. Schneiden wir
sie durch eine Gerade g in der Punktinvolution A, A , B,B
(Fig. 32) und legen abermals durch S, A, A sowie

Fig. 32.

durch S, B, B je einen Kreis. Der zweite Schnittpunkt P
dieser Kreise liegt dann symmetrisch zu S in bezug
auf g, und alle Kreise des dadurch bestimmten Kreis-

biischels haben ihre Mittelpunkte auf dieser Geraden.

Folglich wird irgend ein Strahl c der Involution auf dem
ihm zugeordneten cf senkrecht stehen. Es folgt daher

Satz 24. ,,Eine Strahleninvolution besitzt stets ein

Strahlenpaar, dessen Strahlen aufeinander senkrecht

stehen. Treten aber in einer Involution zwei Paare

zueinander rechtwinkeliger Strahlen auf, so steht jeder
Strahl auf dem ihm entsprechenden senkrecht, die In

volution ist eine Rechtwinkelinvolution.&quot;
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20. Die Involutionen beim vollstandigen Viereck

und Vierseit. Transversalen beim Dreieck.

Schnitt einer Geraden mit einem vollstandigen
Yiereck.

54. 1st ein vollstandiges Yiereck E, F, G ,
H gegeben

und irgend eine Gerade g ,
so schneidet dieselbe die drei

Ofegenseitenpaare 1, 1 , m,
m

, n, n des Yierecks in

drei Punktpaaren L, I/,

M, M
, N, N (Fig. 33),

von denen wir zeigen

wollen, dafi sie einer In

volution angehoren.

Bezeichnen wir den

Schnittpunkt von EG und
FH mit X und projizieren

diePunkte E, X, G, N
zuerst aus F, dann aus H
auf g, so ergibt sicb

(EXGNO =
folglich

(LNM NO = ^(L N MN).
Mithin gibt es eine projektive Beziehung, in der den
Punkten L

,
N

,
M

,
W der Reihe nach die Punkte L

,
N

,

M, N zugeordnet sind, und diese muB eine involutorische

sein, da sich die Punkte N und W in doppelter Weise

entsprechen (Satz 20 S. 81). Damit ist bewiesen der von

Desargues (1639) herriihrende

Satz 25. ,,Die drei Paare von Gegenseiten eines voll

standigen Yierecks werden von irgend einer Geraden
in drei Punktpaaren einer Involution geschnitten.&quot;
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&quot;Wahlen wir die schneidende Gerade speziell so, dafi

sie durch zwei Nebenecken des vollstandigen Yierecks

hindurchgeht, z. B. diirch L und M (28. Fig. 16), so ver-

einigen sich in L und M je zwei entsprechende Punkte
der Involution; also werden dies die Doppelpunkte der

ausgeschnittenen Involution und das letzte Paar von

Gegenseiten liefert ein Punktpaar, das zu M und N har-

monisch liegt (49. Satz 23); damit sind wir auf die Figur

zuriickgekoimnen, aus welcher wir ft-uner die geometrische
Definition harmonischer Punkte ableiteten.

Aufgabe 21. Eine Punktinvolution auf einer Geraden
ist durcli die Punktpaare L

,
L7

,
M

,
M gegeben; man

konstruiere zu einem beliebig angenommenen Punkte
N den entsprechenden W.

Losung. Unter Bezugnahme auf Satz 25 verschaffen

wir uns ein zweckmaBig gelegenes vollstandiges Yier-

eck, indem wir durch N irgend eine Gerade ziehen,
auf ihr beliebig die Punkte F und H wahlen, ferner

die Geraden FL, FM
, HI/, HM zeichnen. Dann

schneiden sich F L und HM in E
,
FM und H I/ in

G und die Yerbindungslinie E G liefert in ihrem Schnitt-

punkt mit dem Trager den gesuchten Punkt W. Diese

Konstruktion erfordert bloB das Ziehen von geraden

Linien, ist also der Natur der Aufgabe gemaB eine rein

,,lineare&quot;.

Fur das vollstandige Yierseit laBt sich dann ohne

weiteres aussprechen
Satz 26. ,,Die drei Paare von Gegenecken eines voll

standigen Yierseits werden aus jedem Punkte seiner

Ebene durch drei Strahlenpaare einer Involution pro-

jiziert.&quot;

Aufgabe 22. Eine Strahleninvolution ist durch zwei

Strahlenpaare gegeben; zu einem beliebig ange-
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noramcnen weitoren Strahle den entsprechenden zu

konstruieren und /Avar lediglich mit Benutzung des

Lineal s.

Aufgabe 23. Sclmeidet cine beliebige Gerade g die

Nebenseiten L L
,
M M

,
NW eines vollstandigen Vier-

seits in den Punkten X, Y, Z und ermittelt man zn X
den vierten liarmonischen X in bezug auf L, L ,

ebenso

zu M
,
M und N

,
N die vierten harmonischen Y

,
Z

,

so liegen X ,
Y

,
Z wieder auf einer Geraden g

y
.

Zum Beweise bringe man g mit der Yerbindungslinie
X Y in P zum Schnitte und betrachte die Strahleninvolution,

durch welche die Gegeneckenpaare aus P projizicrt werden.

Liifit man g ins Unendliche riicken, so folgt daraus der

Satz von GauB: Die Mitten der Strecken LI/, MM ,
NN

,

welche von den Gegeneckenpaaren eines vollstandigen

Vierseits gebildet werden, liegen auf einer Gcraden.

Satze fiber das Dreioek.

55. 1st ein Dreieck ABC gegeben und in seiner

Ebene ein Punkt P sowie eine Gerade p, so wollen Avir

P aus den Ecken auf die Dreiecks-

seiten projizieren nach A1? Bx ,
Cx

(Fig. 34) und anderseits p mit den

Dreiecksseiten in A7

,
B , C. zum

Schnitt bringen. Auf jeder Drei-

ecksseite liegen also vier Punkte.

Projizieren wir dieselben aus P auf

die Transversale p und treffen

PA, PB, PC in A, B, C dicso

Gerade, so ist

)
= (ABCC )

Doehlemann, Projektive Geometrie,



98 IV. Die projektive Beziehnng auf dem gleichen Triiger.

JTiihren wir auf der rechten Seite die Ausdriicke fiir die

Doppelverhaltnisse ein und bilden das Produkt, so ergibt

sich

(1) (ABOj CO (BC A! AO (CAB t
B

)
=

Nun werden aber die drei Gegenseitenpaare des voll-

standigen Yierecks ABCP von p in den Punkten

AAr

,
BBr

,
CC

geschnitten, die folglich einer Involution angehoren, und

es gilt (vgl. 48. S. 87) die Beziehung

(2) AB .BC -CA
A B.B C-C A

Demnach wird in (1)

(3) (AB^C^BCA^OCCABiB )
= 1 .

Dicser Zusammenliang besteht zwischen den drei

Doppelverhaltnissen ,
wobei der Punkt P und die Ge-

rade p noch beide ganz ^villkiirlich angenommen werden

konnten. Haben zwei dieser Doppelverhaltnisse den Wert

1
,
so ergibt sich folglich fiir das dritte der gleiche

Wert, so dafi damit bewiesen

Satz 27. ,,Projiziert man einen Punkt Q aus den Ecken

eines Dreiecks auf dessen Seiten und konstruiert auf

jeder Seite den vierten harmonischen dieses Punktes

in bezug auf die beiden Dreiecksecken, so liegen diese

auf einer Geraden
q.&quot;

Diese Gerade heiBt die ,,Harmonikale&quot; des Punktes Q
und umgekehrt gehort zu jeder beliebig angenommenen

Geraden q ein solcher Punkt Q.

56. Schreiben wir die Gleichung (3) in der Form

C A! - AB
ly

/ \AC BA CB
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BO zeigt sich, daB der erste Klammerausdruck bloB vom

PunkttiP, der zweite lediglich von der Q-eraden p ab-

liangt. &quot;Wahlen wir nun als Gerade p die unendlich

terne Gerade, so werden fur diese die drei Quotienten

^ J
e der Einheit sleich &amp;gt;

also tat auch

/KX

CAX

O ler

(5
a
) ACi - H A! CB = -

BCj.
- ABi - OAi .

Damit liaben wii- den Satz des Ceva (1678) erhalten:

Satz 28. ,,Schneiden die durch einen Punkt gehenden
Eels trail sversalen oines Dreiecks ABC die Gegenseiten

in A! , B! , G! ,
so gilt die Beziehimg

AC
L
BA

Es gilt aber auch die Umkehrung:

,,Treffon drei Ecktransversalen eines Dreiecks ABC
in A! , B! ,

Ct die Gegenseiten und ist die Beziehung

(5) ei 1
iillt, so schneiden sich. die drei Linien A A.^ ,

BB
t ,

CC/! in einem Punkte.&quot;

Derm projizieren wir den Schnittpunkt von AAj^ und

BBX aus C nach Cf, so liefert der obige Satz:

AC{ BAi CB1

BCTCA^ AB^&quot;

so daB in Yerbindung mit (5)

ACi _ AC{

BG^BCT
also muB Ci mit Cj zusammenfallen. Die Yorzeichen er

halten wir am sichersten, indem wir in der Gleichiuig (5)

die Yorzeichen der drei Teilquotienten bestimmen.

7*
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Yerbiiulen wir endlieh noch (5) mit (4), so ergibt
sich

(6) 2 5 ;*2:-_;--iAC BA: CB
oder der Satz des Menelaos (100 nach Chr.):

Sat z 2 9. ,,Schneidet eine beliebige Transversale die Sciten

eines Dreiecks A B C in A
,
B

,
C

,
so gilt die Beziehung

EC CAr AB _
AC7 BA7 CB7

&quot;

oder

BC CA AB = AC BA7
. CBr

und umgekehrt:

,,Enthalten die Seiten eines Dreiecks drei Punkte A
,

Br

,
C und gilt die Beziehung (6), so liegen diese drei

Punkte auf einer Geraden.&quot;

Diese Umkehrung beweist man ganz ahnlich, wie die

des Satzes von Ceva.

Aufgabe 24. Man beweise, dafi sich in jodem Dreieck

a) die drei Seiten-Halbierenden,

b) die Winkel-Halbierenden
,

c) die, drei Hohen

je in einem Punkte schneiden.

Aufgabe 25. Einem Dreieck ABC ist ein Kreis um-

schrieben und die Tangenten des Kreises in den Eck-

punkten werden mit den Gegenseiten zum Schnitt ge-

bracht. Man beweise, daB diese drei Punkte auf einer

Geraden liegen (Gerade von Lemoine).
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Die Kegelschnitte als Erzeugnisse projektiver

Grundgebilde erster Stufe.

21. Das Erzeugnis zweier projektiver, in der gleichen
Ebeue gelegener Strahlenbiischel.

Die Erzeugung neuer Gebilde.

57. Im bisherigen haben wir uns damit beschaftigt,

die einformigen Grundgebilde projektiv aufeinander oder

auf sich selbst zu beziehen und die Eigenschaften solcher

Beziehungen zu untersnohen. Dies ist aber nicht unser

End zweek; vielmehr wollen wir jetzt projektive Grund

gebilde erster Stufe dazu benutzen, um aus ihnen neue

geometrische Gebilde abzuleiten. In zwei projektiven

Grundgebilden sind ja die Elemente einzeln einander zu-

geordnet. Wenn nun zwei solche einander entsprechende
Elemente vermoge der Operationen des Projizierens oder

Schneidens ein neues Element festlegen, so bestimmen

die beiden projektiven Grundgebilde vorausgesetzt,
daB man alle die unendlich vielen entsprechenden Ele

mente zusammen nimmt eine unendliche Anzahl neuer

Elemente, also ein neues geometrisch.es Gebilde, das wir

als ,,Erzeugnis&quot; der projektiven Grundgebilde bezeichnen.

Hat man z. B. zivei projektive Strahlenbiischel
,
die

in einer Ebene gelegen sind, so kann man jeden Strahl

des einen Bilschels mit dem ihm entsprechenden des andern

Buschels zum Schnitt bringen und man erhalt so zunachst

lauter einzelne Punkte, die aber um so mehr einen un-

unterbrochenen Linienzug, also eine ,,Kurve&quot; bilden werden,

je melir man die Strahlen in den Biischeln verdichtet.



102 V. Die Kegelschnitte als Erzeugnisse usw,,

ZweibeliebigimRaume gelegene projektive Ktrahlen-

biischel dagegen wiirden zunachst kein neues Gebilde ,,er-

zeugen&quot;, weil zwei im Raum befindliche Gerade kein neues

Element festlegen.

Hat man zwei projektive Punktreilien, so kann

man jeden Punkt mit seinem entsprechenden durch eine

Gerade verbinden und erhalt so als Erzeugnis ein System
von unendlich vielen Geraden. Dies ist nioglieh, gleich-

giiltig, ob die Punktreihen in einer Ebene liegen oder be-

liebig im Raume. Das Erzeugnis ist freilich in beiden

Fallen ein ganz verschiedenes. Denn bei der ersten An-

nahme liegen alle diese Yerbindungsgemden in der gleichen

Ebene, bei der zweiten sind sie im Rauine angeordnot. Auf

diese Weise kannman neue geometrische Gebilde erzeugeii,

und dies sind gerade die einfachsten und wicktigsten der

Geometric und die namlichen, zu denen man auoh durch

die anderen mathematischen Untersuchungsinethoden ge-

fiilirt wird. Wir betrachten zunachst das Erzeugnis zweier

projektiver Stralilenbiischel in der gleichen Ebene. Dies

ist, wie bereits erwahnt, eine Kurve. Daliur miissen wir

einige auf diesenGegenstandsich beziehendeBemerkungen
vorausschicken .

Ordnung und Klasse einer Kurve.

58. Unter einer ,,ebonen Kurve&quot; oder kurz einer

,,Kurve
u wollen wir eineii ununterbrochenen Lhiienzug

verstehen, dessen einzelne, alle in einer Ebene befind-

hche Punkte sich nach einem mathematischen Gesetze

bestimmen*). In der reclinenden (analytischeu) Geometric

*) Auf die genaueren, zum Teil schwierigen Definitionen,

wie sie nur die Analysis zu liefern imstande ist, konuen wir

hier nicht eingehen.
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teilt man die Kurven ein nach der Natur der Gleichung,
durch welche sie, etwa in rechtwinkeligen Koordinaten

x, y, dargestellt werden. Diese Gleichung kann durch

eine ,,transzendente&quot; Funktion der Yariabeln gegeben
werden ,,transzendente Kurven&quot;, oder durch eine ,,al-

gebraische&quot; Funktion ,,algebraische&quot; Kurven. Die Auf-

gabe, die Schnittpunkte einer beliebigen Geraden mit

einer Kurve zu bestimmen, fiihrt dann auf eine Gleichung,
deren

&quot;Wurzeln, sofern sie reell sind, die geometrisch in

die Erscheinung tretenden Schnittpunkte der Geraden mit

der Kurve liefera; etwaigen imaginaren Wurzeln dagegen

entsprechen keine geometrisch sichtbaren Schnittpunkte.
1st die Kurvengleichung transzendent, so erhalt man
auf einer beliebigen Geraden im allgemeinen unendlich

viele Schnittpunkte mit der Kurve, da auch die Gleichung
fur die Schnittpunkte dann transzendent sein wird. Liegt
eine algebraische Kurvengleichung vor vom Grade n

(bei der also die Summe der Exponenten von x und y in

jedem Term n nicht tibersteigt, aber mindestens einmal

erreicht), so ist auch die Gleichung zur Bestimmung der

Schnittpunkte der Kurve mit einer Geraden algebraisch
und vom nten Grad. Diese Zahl n nennen wir die

,,0rdnung&quot; der Kurve ohne Rucksieht darauf, ob die

Wurzeln der letzteren Gleichung reell oder (paarvveise)

komplex sind. Natiirlich kann dann auch die Zahl der

re ellen Schnittpunkte einer beliebigen Geraden mit einer

solchen Kurve nter
Ordnung nie groBer, sondern hochstens

= n sein. Doch braucht die Zahl von n reellen Schnitt-

punkten mit einer Geraden nicht erreiclit zu werden.
Es kann vielmehr vorkommen, daB, n z. B. als gerade

vorausgesetzt, eine beliebige Gerade immer nur n 2

oder n 4 usw. reelle Schnittpunkte mit der Kurve
nter

Ordnimg liefert.
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Um zu dem Begriff der Tangente einer Kurve zu ge-

langen, sei P ein Punkt einer Kurvo, Pj ein anderer Punkt
derselben. Der Punkt P

l
riickt auf der Kurve gegen P

hin. Dann kann man immer die Yerbindungslinie PPj
zeichnen. Je mehr sich nun P

t
dem Punkte P nahert,

urn so mehr nimmt die Yerbindungslinie PP
1 eine be-

stimmte Grenzlage, die der Tangente in P, an, die er-

reicht wird, wenn P
1

mit P zusammenfallt. Die Diffe-

rentialrechnung lehrt durch die Rechnung diese Tangente
zu ermitteln, sofera die Funktion, deren geometrisches
Bild die gegebene Kurve ist, die notigen Yoraussetzuogen
erfiillt. Eine Kurve bestimmt also auch eine unendliche

Anzahl von geraden Linien, ilire Tangenten. Jede Tangente
beriihrt im ,,Benihrungspnnkt&quot; die Kurve.

Ist umgekehrt eine Keihe von unendlich vielen Gc-

raden gegeben, die ununterbrochen (stetig) aufeinander

folgen, so ist auch dadurch eine Kurve bestimmt, die von

diesen Geraden als Tangenten , ?
umhullta wird (Fig. 35).

Halten wir eine der Geraden, etwa t fest, und wahlen

eine xweite, ctwa t1? naher und naher an t, so nahert

sich der Schnittpunkt von t und tj mehr und mehr einem

bestimmtenPunkt auf

t, den er erreicht,

wenn ^ mit t zu-

sammenfallt. Dieser

Punkt ist der Beriih-

rungspunkt T von t

mit der umhiillten

Kurve. Yon den d i irch

T an die Kurve gehen-
den Tangonten haben

sich also zwei in der

Fig. 35. Tangente t vereinigt.
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Die Aufgabe, die Tangenten einer algebraischen Kurve
zu bostimmen, die durch einen beliebigen Punkt P in der
Ebene der Kurve gehen (Fig. 35), ftthrt rechnerisch auf eine

gewisse Gleichung. Den Grad dieser Gleichung bezeiclmet
man als die

,,Klasse&quot; der Kurve mid zwar in rein analy-
tischem Sinne, also ohne Biicksicht anf die Realitat dieser

Tangenten. Diese Zahl ist dann auch wieder eine obere
Grenze fiir die Anzahl der reellen Tangenten, die durch
einen Punkt an eine Kurve gehen konnen. An eine Kurve
vier Klasse konnen also auch von keinem Punkte aus mehr
als v reelle Tangenten gezogen werden.

Die Kurve 2. Ordnung.
59. Betrachten wir jetzt das Erzeugnis zweier pro-

joktiver Strahlenbiischel R und S
1

in der gleichen Ebene.

Fig. 36.

Die projektive Beziehung derselben sei festgelegt dui-ch
die drei Paare entsprechender Strahlen a, al , b, \ , c, c

t ,

welche sich beziiglich in A, B, C, sclineiden (Fig. 36)*).
Urn weitcre Punkte der von den Uiisoholn erzougtcn Kurve
/M erlialten, konstruieren wir noch andere entsprechende

*) Man lege sich, wie immer, die Figur selbst an.
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Strahlen der beiden Btischel nach der in 33. (Fig. 23)

gegebenen Methode. Wir walilen zwei Gerade g und gx

beliebig durcli A, bringen g mit a, b, cinA, B, C, g
mit %, b

1? % in AU B1? G! ziun Schnitt; dann liefern

BBj und CCi in ihrem Schnittpunkt das Zentruin P der

Perspektivitat fiir die Punktreihen auf g und g1
.

Zu einem beliebigen Strahl d des Biischels S finden

wir dann den entsprechenden d
x

ini Biischel Si gemaJJ

der Yorschrift, daU der Schnittpunkt D von d und g mit

dem Schnittpunkt D1
von dj und gA

auf einer Geraden

durch P liegen imiB. Die Strahlen d und ^ schneiden

sich in einem weiteren Piuikt D der erzeugten Kurve,

die wir kurz mit k2 bezeichnen wollen und von der wir

auf diese Weise beliebig viel Punkte zeichnen koniien.

Wir behaupten nun, daB auch die Biischelmittelpunkte

S und S
t

auf der k 2
liegen. Denn betrachten wir den

Verbindungsstrahl SS
X

als einen Strahl des Btischels S,

weswegen er mit e bezeichnet werden moge, so entspricht

ihm der in der Figur gezeichnete Strahl e
x
und es er-

scheint Sj als Schnitt der entsprechenden Strahlen e und

e
1?

also liegt SA
auf der erzeugten Kurve. Ebenso kann

SSj aber auch als Strahl des Biischels S1} also als ein

Strahl ^ betrachtet werden, wonach ihm der in der

Figur konstruierte Strahl f entspricht. S ist jetzt Schnitt

punkt der entsprechenden Strahlen f und f
x ,

mithin eben-

falls ein Punkt von k 2
.

Die Kurve k2 ist ferner von der 2. Ordnung, d. h.

eine beliebige Gerade 1 schneidet sie im allgemeinen in

zwei Punkten. Um dies zu beweisen, konstruieren wir

in einer eigenen, neuen Figur die Schnittpunkte A,

B, C von 1 mit den Strahlen a, b, c und die Schnitt

punkte A! , B! , Cj von 1 mit ^ , \ , Cj . Denken wir uns

die beiden projektiven Btischel S und Si mit 1 geschnitten,
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so sincl die auf 1 entstehenden Punktreihen A, B, C . . .

und A
t ,
B15 Cj . . . ebenfalls projektiv. 1st M ein Doppel

punkt dieser beiden Punktreihen, so schneiden sich in
ihm entsprechende Strahlen SM und Sj M der beiden

Biischel, folglich liegt ein solcher Doppelpunkt auf der k 2
.

Andererseits mufi ein Schnittpunkt von 1 mit k 2
notwendig

einen Doppelpunkt der projektiven Punktreilien liefern.

Folglich liegen auf der Geraden 1 so viel Sclmittpunkte
mit der Kurve k 2

,
als Doppelpunkte der beiden projektiven

Punktreihen vorhanden sind, d. h. zwei, die natiirlich reell

oder nicht vorhanden (imaginar) oder in einem Punkte

vereinigt sein konnen. Die Kurve k2 ist also von der
2. Ordnung. Wir nennen sie wohl auch eine ,,Punkt-
reihe 2.

Ordnung&quot;. Die wirkliche Durchfuhrung der
Konstruktion der Schnittpunkte auf 1 folgt spater als

Anfgabe 26 (S. 112).
Kehren wir nun wieder zu der Figur 36 zuriick.

Jede durch S gehende Gerade wie z. B. d hat also mit
der k 2 auBer S noch einen Punkt gemein und zwar
ist dies der Punkt D, wo d von dem entsprechenden
Strahl d

x getroffen wird. Betrachten wir nun aber den
Strahl f

,
so wird dieser Strahl von dem entsprechenden

Strahl
fj wieder in S getroffen: es fallen mithin fur den

Strahl f die beiden Schnittpunkte mit der k 2 nach S,
dernnach ist f die Tangente in S an die Kurve k 2

. Ebenso
folgert man, dafi der Strahl Q

I
die Kurve k 2 in Sj beruhrt.

Zusammenfassend gelangen wir zu folgendem
Satz 30. ,,Das Erzeugnis zweier projektiver, in der

gleichen Ebene befindlicher Strahlenbuschel ist eine
Kurve 2. Ordnung, welche auch durch die Biischel-

mittelpunkte hindurchgeht und in diesen diejenigen
Strahlen zu Tangenten hat, welche dem Verbindungs-
strahl der Mittelpunkte beziiglich entsprechen.&quot;
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Weitere Satze iiber die Knrve 2. Ordnung.
60. Die Punkte S und S

: nahmen bis jetzt eine

ausgezeichnete Stellung ein gegentiber den anderen Punk-
ten der k 2

. Trotzdem spielen sie auf dieser Kiirve keine

besondere Rolle, vielmehr konnen, wie wir jetzt zeigen

wollen, irgend zwei bcliebige Punkte von k 2 als Mittel-

punkte projektiver Biischel genommen werden, welche
die Kiirve k 2

erzeugen.
Es scion \vieder(Fig.37)diebeidenprojektivenStrahlen-

buschel S und S
l

gegeben durch die

Strahlenpaare a, a
1?

b, b
t , c, e^, welche

die Punkte A, B, C

liefern, ferner seien

durch A die Hilfs-

geraden g und gt ge-

zeichnet und das Zen -

trum P der perspek-
tiven Punktreihen auf

Fig. 37. g und gt konstruiert.

Wenn wir dann SP
ziehen, so ist der Schnittpunkt T von SP mit gi

ein

Puiikt der erzeugten Kurve k 2 und ebenso der Punkt R,

in welchera g von S
x
P getroffen wird. Die Eichtigkeit

dieser Behauptungen ergibt sich direkt durch die Be-

merkung, daB ST und Sj^T, ebenso SR und S
A R gemali

unserer Konstruktion entsprechende Strahlen t, t
x

bz\v.

r, r
t

sind. -- Man orlialt dann die naraliche projektivc

Bezicliung der Bfiscliel S und S15 also auch die gleichc
Kurvo k 2

,
wojin man stiitt von den Strahlenpaiiren a, ^ ,

b,bl5 c, C
L ausgeht von den drei Strahlenpaaren bjbj.

rr t.
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Wir denken uns nun, wir hiitten die Kurve k 2
,
aus-

gehend von den projektiven Biischeln S und S
t ,

konstriiiert.

Darauf greifen wir auf ihr drei Punkte beliebig heraus,
die wir B, T, R nennen, wahrend die nach ihnen lanfen-

den Strahlen der Buschel S und S
i
bzw. b, bx , t, t,_ , r, r

t

heLBen mogen, und stellen uns jetzt die Aufgabe, die

Figur 37 zu rekonstruieren, also zwei Geracle g und g1

zu finden, welche die Konstruktion der projektiven Be-

ziehung vermitteln.

Ziehen wir ST und SjB, so liefert ihr Schnittpunkt
einen Punkt P. Durch P wollen wir jetzt irgend eine

Gerade ziehen, welche die Strahlen b und b
x beziiglich

in B und B{ trifft. Wir zeichnen den Schnittpunkt A
von RB und IBf. Bezeichnen wir die Geraden RA
und TA bzw. mit g und g{, so konnen wir unter Be-

nutzung von P als Perspektivitatszentrum die Buschel S
und Sj jetzt projektiv aufeinander beziehen, und diese

projektive Beziehung muB notwendig die gleiche sein,
wie die urspriinglich gegebene, da sie in drei Paaren

entsprechender Strahlen b,bx , t,tn r, r
x mit ihr iiber-

einstimmt. Dann schneiden sich aber in Ar

entsprechende
Strahlen der gegebenen projektiven Buschel, d. h. A liegt
auch auf der Kurve k 2

.

Nun war aber die Gerade durch P, welche B und
BI auf b und \ ausschnitt, noch ganz beliebig. Lassen
wir sie den Buschel P durchlaufen, so beschreiben B
und BI auf b und \ zueinander perspektive Punktreihen.
Die Strahlen RB X und TB/, welche diese Punktreihen je
aus R und T projizieren, werden also projektive Strahlen
biischel durchlaufen und entsprechende Strahlen dieser

Buschel schneiden sich immer in Punkten A der Kurve
k2

. Folglich werden die Punkte A aus R und T durch

projektive Buschel projiziert.
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Die Rechnung zeigt nun ferner, daB die durch pro

jektive Strahlenbiischel erzeugte Kurve die allgemeinste
Kurve 2. Ordnung 1st.- Wir haben also den

Satz 31. ,,Die Punkte einer Kurve 2. Ordnung werden

aus zwei beliebigen ihrer Punkte durch projektive
Strahlenbuschel

projiziert.&quot;

Zusatz 1. Da wir in den Biisclielmittelpunkten S und

St
nach 59. die Tangenten an die Kurve 2. Ordnung

konstruieren konnten, so 1st es uns jetzt auch moglich,
in einem beliebigen Punkt der Kurve die Tangente
zu zeichnen, indem wir den Mittelpunkt des einen er-

zeugenden Biischels in diesen Punkt verlegen.

Zusatz 2. Der Kreis ist auch eine Kurve 2. Ordnung
und besitzt die in Satz 31 zum Ausdruck gebrachte

Eigenschaft (44.), die wir iibrigens bei der Steinerschen

Konstruktion bereits benutzten (45.). Da aber diese

Konstruktion bloB diese Eigenschaft voraussetzte, so

konnten wir dazu statt des Kreises auch eine beliebige

Kurve 2. Ordnung benutzen.

Bestimmung einer Kurve 2. Ordnung.
61. Aus der Erzeugung der Kurve 2. Ordnung durch

projektive Biischel folgt auch leicht, daB es eine und nur

eine solche Kurve gibt, welche funf beliebig in einer

Ebene gelegene Punkte 1, 2, 3, 4, 5 enthalt Denn
wahlen wir z. B. die Punkte 1 und 2 als Buschelmittel-

punkte, so miissen den Strahlen 13, 14, 15 der Eeihe

nach entsprechen die Strahlen 23, 24, 25, wodurch rile

projektive Beziehung der Biischel gerade festgelegt ist.

Die Buschel 1 und 2 erzeugen dann die durch die funf

Punkte gehende Kurve 2. Ordnung. Es kann keine zweite

solche Kurve geben. Denn auch eine solche zweite Kurve

wtirde aus 1 und 2 durch projektive Buschol projiziert
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und diese projektive Beziehung muB mil der eben be-
stimmten notwenclig zusammenfallen, da sie drei Paare

entsprechender Strahlen mit ihr gemein hat. Also folgt

Satz 32. ,,Durch fiinf beliebige Punkte einer Ebene
geht eine und stets eine Kurve 2. Ordnung.

u

Fig. 38.

Wiirden von den fiinf gegebenen Punkten drei, etwa,
die Piuikte 3, 4, 5 in einer Geraden p liegen, so waren
die Strahlenbuschel aus 1 und 2 perspektiv und die Ge-
rade p ware die Achse der Perspektivitat. Das Erzeugnis
dieser perspektiven Strahlenbuschel 1 und 2 bestande
zunSchst in der Geraden p, da sich ja entsprechende
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Strahlen stets sad p begegnen. Woitor geliurt abcr auch

die Yerbindungslinie 12 der Buschelinittelpmikte diesera

Erzeugnis an. Denn in ihr fallen zwci entsprechende

Strahlen derperspektivenBiischel ihrergan/en
Ausdehnung

nach zusammen, so da6 jeder Pimkt clieser Linie als

Schnittpunkt dieser beiden entsprechenden Strahlen der

perspektiven Biischel betrachtet werden kann. Bei per-

spektiven Biischeln besteht also das Erzengnis in zwei

geraden Linien, die Kurve 2. Ordming ist, vie man sich

ausdruckt, ,,zerfallen&quot;
und zwar in zwei Gerade, d. h.

zwei Kurven 1. Ordnung.

Auf o-abe 26. Eine Kurve 2. Ordnung ist gegeben durch

die fiinf Piuikte 1, 2, 3, 4, 5; die Schnittpunkte nut

einer Geraden 1 zu konstruieren.

Losung Wir fiihren den in 59. angegebenen Gedanken-

gang durch. Die Punkte 1 und 2 werden als Mittel-

punkte der die Kurve erzeugenden Biischel genommen

(Fig 38)* die Punktreihen, welche die gegebene Ge

rade 1 auf diesen Buscheln ausschneidet, projizieren

wir aus S auf den gezeichnet vorliegenden Hilfski-eis.

Die Steinersche Konstruktion liefert dann die verlangten

Schnittpunkte M und N.

Aufgabe 27. In den Punkten 1 und 4 die Tangenten

an die Kurve 2. Ordnung zu konstruieren.

Losung. Siehe Zusatz 1 von 60.

22. Der Satz von Pascal.

Gegenseiten eines Sechsecks.

62 Aus irgend sechs Punkten in einer Ebene kann

man in sehr verschiedener Weise Sechsecke bilden. Yef-

teilt man die Ziffern 1, 2, 3, 4, 5, 6 in irgend einer An-

ordnnng auf die sechs Punkte, so ist dadurch das Sechseck
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123456 festgelegt, dessen Ecken in der Reihenfolge
der Ziffern durchlaufen werden. In einem solchen Sechs

eck, dessen Seiten sich im iibrigen noch ganz beliebig
schneiden diirfen, kann man dreimal je zwei Seiten ein-

ander zuordnen, namlich die Seiten 12 und 45, dann 23
und 56, endlich 34 und 61. Wir nennen die zwei Seiten

eines solchen Paares, zwischen denen immer vier Seiten

desSechscckes gelegen sind, Gegenseiten&quot;. Schneiden sich

12 und 45 inX, 23 und 56 inT, 34 und 61 in Z, so sind

also X, Y, Z die Schnittpunkte der Gegenseiten und fur

j edeNumerierung kann mandiesedrei Punkte konstruieren.

Das einer Kurve 2. Ordnung eingeschriebene
Sechseck.

63. Betrachten wir jetzt in Figur 37 das Sechseck

der auf der Kurve k2
gelegenen Punkte ATSBS

t R, das

wir in dieser Reihenfolge mit 1 2 3 4 5 6 numerieren. Dann
sind in ihm Gegenseiten AT und BS

t , ferner TS und S
: R,

endlich SB und RA. Die Schnittpunkte dieser Gegen
seiten sind der Reihe nach B1? P, B und nach der Figur

liegen diese drei Punkte auf einer Geraden. Vermoge
dieserEigenschaft fanden wir ja immer anderePunkte A ...

der Kurve k 2
. Die sechs Punkte A, T, . . .

,
R k8nnen

aber als sechs beliebige Punkte auf der Kurve 2. Ordnung
betrachtet werden. &quot;Wurde man sie in irgend einer anderen

Weise numerieren, sokonnteman auchwieder die Punkte,
auf welche die Zahlen 3 und 5 fallen, als Mittelpunkt der

die Kurve erzeugenden Strahlenbiischel nehmen, die Punkte
mit den Ziffern 2 und 6 lieBen wir die Rolle der Punkte
R und T spielen usw. Wir erhalten dann ein neues

Sechseck, aber auch in diesem mussen wiederum die

Schnittpunkte der Gegenseiten auf einer Geraden liegen;
demnach ergibt sich der

Doehlemann, Projektive Geometrie. 8
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Satz 33. ,,Sind sechs beliebige Punkte auf einer Kurve
2. Ordnung gegeben und numeriert man sie in irgend
einer Weise zu einem Sechseck, so liegen die drei

Schnittpunkte der Gegenseiten dieses Sechsecks auf

einer Geraden.&quot;

Dies ist der wichtigste Lehrsatz von Pascal, den dieser,
16 Jahre alt, ini Jahre 1640 veroffentlichte. Ein Sechs

eck, in dem die Gegenseitenschnittpunkte auf einer Ge
raden liegen, heiJBt auch ein Pascalsches Sechseck und
diese Gerade die Pascalsche Linie (P. L.).

Wenn ferner bei der in 60. gegebenen Konstruktion

die Punkte A
,

. . .
,
die man fur verschiedene durch P

gehende Gerade erhielt, stets auf der Kurve 2. Ordnung
k 2

lagen, so liefert dieses offenbar den

Satz 34. ,,Gehoren in einem Sechseck, das irgendAvie
numeriert ist, die Schnittpunkte der Gegenseiten einer

Geraden an, so liegen die sechs Ecken des Sechsecks

auf einer Kurve 2. Ordnung.&quot;

Es geht also die durch funf der Ecken des Sechseckes

bestimmte Kurve 2. Ordnung dann von selbst auch durch

die letzte Ecke des Sechsecks. Ein Pascalsches Sechs

eck ist mithin stets einer Kurve 2. Ordnung eingeschrieben.
Wenn ferner bei irgend einer Numerierung in einem

Sechseck die Schnittpunkte der Gegenseiten auf einer Ge
raden liegen, so hat das Sechseck diese Eigenschaft bei

jeder moglichen Numerierung.

Spezialisierungen des Pascalschen Satzes.

64. Aus dem Satze von Pascal konnen wir noch

andere, speziellere Satze ableiten. Lassen wir von den

Ecken des der Kurve eingeschriebenen Sechsecks die

Ecke 2 der Ecke 1 auf der Kurve naher und naher riicken,

so fallt schliefllich 2 mit 1 zusammen, so dafl man bloB
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noch ein Funfeck hat, als Yerbindungsseite 1 2 aber miissen
wir die Tangonte in 1 betrachten. &quot;Wie sich der Pascal-
sche Satz dann modifiziert, durfte aus Figur 39 a zu ent-

nehmen sein.

Fig. 39 a. Fig. 391)

-
39 c-

Fig. 39 d.

Ebenso konnen wir zweimal zwei Ecken dos Sechs-
ecks zusainmenrucken lassen und erhalten dadurch zwei
in den Figuren 39 b und 39 c dargesteUte Satze.

Wenn endlich dreinial zwei Ecken zusammenfallen,
so ergibt sich der in Figur 39 d zur Anschauung gebrachte
Satz 35. ,,Hat man ein einer Kurve 2. Ordnung einge-

scnriebeiies Dreieck, so liegen die Schnittpunkte jedei
Dreieckssoitemit der Tangente in dergegeniiberliegendeu
H;r&amp;gt;lr^ ir* /-iiii/-k-r /^L/-*.-*^*-*/! /^- (LEcke in einer Geraden.&quot;

8*



116 V. Die Kegelschnitte als Erzeugnisse usw.

Anwendungen des Pascalschen Satzes.

65. Der Satz von Pascal gab seiner Ableitung nach
nur einen anderen, bequemeren Aiisdruck fur die Kon-

struktion, vermittels welcher man entsprechende Stralilen

in den eine Kurve 2. Ordnung erzeugenden projektiven
Strahlenbuscheln fand. Er kann daher auch benutzt

werden, um von einer solchen Kurve, sofern sie irgend-

wie, z. B. durch. funf Punkte, bestimmt ist, weitere

Punkte zu konstruieren. Wir lassen die beiden Aufgaben
1. Grades folgen, deren Losung der Pascalsche Satz

leistet.

Aufgabe 28. Funf Punkte einer Kurve 2. Ordnung
sind gegeben, sowie durch. einen dieser Punkte eine

Gerade. Man konstruiere den zweiten Schnittpunkt
dieser Geraden mit der Kurve 2. Ordnung.

Losung. Der Punkt, durch den die gegebene Gerade 1

geht, sei mit 1 bezeiclmet

JL/ (Fig. 40), der z\veite ge-

K
x / suchte Schnittpunkt auf 1

t \

x
^%Sg se^ 2, so daB also die Seite

\^ \ /;^&amp;gt;

~ ~~l
1 2 jedenfaUs mit der Ge-

NX
V $ raden 1 zusammenfallt; die

^f*rk\ iibrigen gegebenen Punkte

y mogen mit 3, 4, 5, 6 be-

Fi 40
zeichnet werden. DasSechs-

eck, welches der gesuchte
Punkt 2 mit den gegebenen Punkten bildet, ist ein

Pascal sches. Die Pascalsche Linie (P. L.) konnen wir

konstruieren als Yerbindungslinie der Punkte 1L und Z,

wobei X Schnittpunkt von 1 2 und 4 5
,
Z Schnitt

punkt von 3 4 und 6 1. Auf ihr milssen sich auch

sclmeiden 2 3 und 5 6 . Die letztere Linie liefert also
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aitf der P. L. den Punkt Y und 3Y schneidet den

gesuchten Punkt 2 auf 1 aus.

An fgab e 29. Yon einer Kurve 2. Ordnung sind funf

Punkte gegeben; in einem derselben die Tangente an

die Kurve zu konstruieren.

L 6sung. In der Absicht, uns ein Pascalsche.s oechseck

bzw. Funfeck zu numerieren,
bezeichnen wir den Punkt,
in dem die Tangente kon-

struiert werden soil, mit 1, 2

(Fig. 41); die anderen gege-
benen Punkte mit 3, 4, 5, 6.

Dann kann man wieder die

Punkte Y und Z der Pascal-

schen Linie, also diese selbst

konstruieren. Aufihrschnei-
Fig. 41.

det 4 5 den Punkt X aus,

durch den nach den Erorterungen von 61. die Tangente
1 2 im Punkte 1 geht.

Eine andere Losung der vorstehenden Anfgabe ergab
sich aus 60. Zusatz 1.

Ganz in ahnlicher Weise behandelt man die beiden

folgenden Aufgaben.

Aufgabe 30. Yon einer Kurve 2. Ordnung sind vier

Punkte gegeben und in einem derselben die Tangente;
in einem der tibrigen Punkte die Tangente an die

Kurve zu konstruieren.

Aufgabe 31. Yon einer Kurve 2. Ordnung sind drei

Punkte gegeben und in zweien derselben die Tangenten
an die Kurve; im dritten Punkte die Tangente zu

konstruieren.
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23. Das Erzeugnis zweier projektiver, in der

gleichen Ebene gelegener Pmiktreihen.

Die Kurve 2. Klasse.

66. Zwei in einer Ebene befindliche, projektiv
aufeinander bezogene Punktreihen g und gL licfern ein

Erzeugni , sofern wir je zwei entsprechende Punkte der-

selben durch eine Gerade verbinden. Wir erhalten zunachst
ein Polygon, dessen Seiten von solchen Verbindiingsge-
raden gebildet werden, und schlielitich, nach Ausfiihrung
des Grenzubergangs, alsUinhtiUungsgebilde der unendlich

vielen Yerbindungsstrahlen eirie Kurve, deren Tangenten
eben alle diese Strahlert sind.

Uin diese Kurve riiiher zu imtersuchen, sei (Fig. 42)
die projektive Bezielmng von g und gx durch drei Paare

entsprechender Punkte gegeben, A, Aj ,
B

,
B

t ,
C

,
C

x ,

welclie verbunden drei Tangenten a, b, c der erzeugten
Kurvo liefern. Weitere Tangenten derselben finden wir

unterBenutzung der in 32.(Figur 22)angegebenen Methode
ziir Konstruktion entsprechender Punkte der projektiven
Punktreihen. Es werden also auf a die Punkte S und Si

beliebig angenonunen, sodann aus ihnen g und g, dwch

j-erspektive Strahlenbusohel projiziert, welche als per-

Bpektiven Schnitt die Gerade p liefern.

Zu einem beliebigen Punkte D auf g finden wir nun

don entsprechenden D t
auf gj mit Riicksicht darauf, daB

sioh SD und Sj^Dj wiecler in einem. Punkte D von p
BChneiden miissen. DD

L
ist dann eine weitere Tangente

dor erzeugten Kurve.

Unter Anwendung der gleichen Konstruktion ermitteln

wir jetzt auch die Punlde E
1
und F, Avelche dem Schnitt-

punkt von g und gj entsprechen, Avenn wir ihn als E
und F

t
bezciclinen. Ills treten dabei die Hilfspunkte E
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und F auf. Dann ist aber g die Verbindungslinie der

entsprechenden Punkte F und F15 wahrend gi
die ent-

sprechenden Punkte E und E
x
verbindet. Also sind auch

g und gj Tangenten der erzeugten Kurve, die Avir x 2

nennen wollen.

Diese Kurve ist von der 2. Klasse, d. h. durch eLien

behebigen Punkt P gehen, algebraisch gesprochen, zwei
ihrer Tangenten. Dies erkennen wir an einer eigenen
Figur in folgender Weise. Uni die durch P gehenden
Tangenten der ^ 2 zu finden, haben wir bloB zuzusehen,
wie oft es vorkoinmen kann, dafi eine Yerbindungslinie
entsprechender Punkte von g und g1 durch P lauft.
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Projizieren wir nun aber die Punktreihen g und gl
aus

P je durch einen Strahlenbiischel, so haben die Doppel-
strahlen dieser projektiven Biischel die Eigenschaft,

Taiigenten dnrch P an die Kurve ^ 2 zu liefem, und nur
fur diese Doppelstrahlen tritt dies ein. Die Kurve x 2

ist

also in der Tat von der 2. Klasse.

Wahlen wir einen Punkt D auf g, so gehen durch

ihn auch zwei Tangenten an x 2
: die eine ist dieTangente

g, die andere ist die Yerbindungslinie d von D mit dem

entsprechcnden Punkt D
t

. Diese zwei Tangenten sind

immer verscliieden, nur fur den Punkt F fallt diese zweite

Tangente auch mit g zusammen. Durch F gehen also

zwei unendlich benachbarte Tangenten der x 2
,
mithin ist

nach 58. F der Beriihrungspunkt von g mit der Kurve 2
.

Ebenso ist natuiiich E
t

der Beriihrungspunkt der Tan

gente gj . Wir haben damit erhalten:

Satz 36. ,,Das Erzeugnis zweier projektiver, in der

gleichen Ebene gelegener Punktreihen ist eine Kurve

2. Klasse, welche auch die Trager der Punktreihen

zu Tangenten hat. Die Beruhrungspunkte dieser

beiden Tangenten sind die Punkte, welche den iin

Schnittpunkte der Trager vereinigten beziiglich ent-

sprechen.&quot;

Weitere Eigenschaften der Kurve 2. Klasse.

67. In den soeben durchgefiihrten Betrachtungen
waren die Tangenten g und g ,

die Trager der projektiven

Punktreihen, vor den iibrigen Tangenten wie a, b, c, . . .

ausgezeichnet. Wir wollen nun zeigen, daB irgend zwei

Tangenten der Kurve x 2 die Rolle von g und gt
tiber-

nehmen k6nnen, indem die iibrigen Tangenten auch auf

ihnen projektive Punktreihen ausschneiden.
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Konstruieren wir wieder (Fig. 43), ausgehend von
drei Paaren A,A15 B,B17 C,^ entsprechender Punkte,
den perspektiven Schnitt p. Dieser treffe g und gt

in

zwei Punkten, die als Ililfspnnkte Q und K betrachtet

werden mogen. Dann erkennt man, daB S^ eine Tan-

gente q der erzeugten Kurve (Q fallt mit Q zusammen,
wahrend Qt der Schnitt von S

A Q und gt ist), und ebenso
ist SR eine Tangente r von x 2

.

Statt nun von g, g1? a, b, c als Tangenten der er

zeugten Kurve x 2
auszugehen, konnen wir auch g, gx , b,
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r, q zur Bestimmung von x 2
bcnutzen, da ja r und q in

gleicher Weise entsprechende Punkte der gegebenen pro-

jektiven Punktreihen g und gx ausschneiden.

Denken wir uns jctzt die Kurve ^ 2
tangentenweise

konstruiert, indem wir von g, gl5 a, b, c ausgehen. Dann
seien drei beliebige ihrer Tangentcn herausgegriffen, die

wir mit b, r, q bezeichnen. Wir wollen nun die vorige

Figur rekonstruieren mit diesen Elementen. Die Tan-

gente r trifft gi
in R, dieTangente q denTrager g in Q,

die Tangente b schneidet auf g und gt
zwei Punkte B

und B
t aus, die Verbindungslinie QR sei p.

Wahlen wir nun auf p irgend einen Punkt B beliebig,

so moge BB mit r den Schnittpunkt S
, BjB mit q den

Schnittpunkt Si liefern. Dann konnen wir mit S und Sj

als Buschehnittelpunkten und p als perspektivem Schnitt

dieser Buschel eine projcktive Beziehuug auf g und gt

herstellen, die aber mit der gegebenen identisch sein mufi,

da sie mit ihr die drei Punktpaare B,B15 R,!^, Q,QX

gemein hat. Es mufi also auch die Verbindungslinie S Sf

oder a entsprechendo Pimkte der projektiven Punkfreihen

g und gj aussclmeiden, mithin ist diese Linie a ebenfalls

eine Tangente von x 2
.

Nun war B r

noch beliebig auf p anzunehmen. Lassen

wir B auf p wandern, so beschreiben die Strahlen aus B
und Bj nach B perspektive Strahlenbilschel, und diese

Strahlenbuschel schneiden auf r und q beziiglich die

Punkte S 7 und Si aus. Es miissen also auch die Punkt

reihen S und Si als Schnitte mit perspektiven Biischeln

projektiv sein oder mit anderen Worten: die Geraden a
,

die samtlich Tangenten der Kurve x 2
,
schneiden auf den

Tangenten r und q projektive Punktreihen aus.

Die Analysis crganzt diese Betrachtungen, indem sie

zeigt, daJB jede Kurve 2. Klasse als Erzeugnis projektiver
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Punktreihen dargestellt werden kann. Demnach ist be-

wiesen:

Satz 37. ,,Auf irgend zwei Tangenten einer Kurve
2. Klasse schneiden die iibrigen Tangenten dieser
Kurve projektive Punktreihen aus.&quot;

Bestimmung einer Kurve 2. Klasse.

68. Aus der eben nachgewiesenen Erzeugung der
Kurven 2. Klasse ergibt sich umnittelbar, daB man sich
fiinf Tangenten einer solchen Kurve beliebig geben darf,
daB es also stets eine und nur eine solche Kurve gibt,
welche fiinf vorgegebene Gerade beriihrt.

Denn sind I, II, III, IV, Y diese Geraden, so wahlen
wir etwa I und II aus und ordnen die Punkte einander

zu, welche HI, IY und Y je auf ihuen ausschneiden.
Dadurch ist die projektive Beziehung der Punktreihen
auf I und H gerade festgelegt. Die durch diese Punkt
reihen erzeugte Kurve ist die verlangte. Es gibt nur
eine solche Kurve, wie man ebenso zeigt wie in 61.,
also folgt

Satz 38. ,,Es gibt eine und nur eine Kurve 2. Klasse,
welche fiinf beliebige Gerade beruhrt.&quot;

Gehen von den fiinf gegebenen Geraden drei, etwa
III, IY und Y durch einen Punkt S, so werden die Punkt
reihen auf I und II perspektiv. Die Yerbindungslinien
entsprechender Punkte bilden also den Strahlenbiischel S.

AuBerdem fallen aber in dem Schnittpunkt von I und II

entsprechende Punkte E und ^ der perspektiven Punkt
reihen auf I und II zusammen. Jede durch E gehende
Linie kann mithin als eine Gerade gelten, welche ent

sprechende Punkte, namlich E und En verbindet. Es
gehort also auch der Strahlenbiischel E dem Erzeugnis



124 V. I)ie Kegelschnitte als Erzeugnisse usw.

der perspektiven Punktreihen auf I und II an. Das

Erzeugnis perspektiver Punktreihen besteht folglich in

zwei Strahlenbuscheln, deren Strahlen je den Biischel-

inittelpimkt umhullen. Die Kurve 2. Klasse 1st in ein

Punktpaar, d. h. in zwei ,,Kiirven 1. Klasse&quot; zerfalien.

Fig. 41.

Aufgabo 32. Yon einer Kiirve 2. Klasse sind fiinf

Tangenten gegebe.. ,
man zeichne die durcli einen

Punkt S an die Kurve gehenden Tangenten.
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L5sung. In Yerfolgung des in 66. bereits erorterten

Gedankengangs greifen wir zwei der gegebenen Tan-

genten, etwa I und II heraus (Fig. 44), markieren die

Punktreihen, welche die drei ubrigen Tangenten auf

ihnen ausschneiden, und projizieren diese auf den Hilfs-

kreis, von dem wir annehmen, da6 er durch den ge
gebenen Punkt S gehe. Die Doppelstrahlen der dadurch
entstehenden Strahlenbiischel, die nach 45. konstruiert

sind, liefern die gesuchten Tangenten.

24. Der Satz von Brianchon.

Gegenecken eines Sechsseits.

69. Irgend sechs Gerade in einer Ebene lassen sich

in verschiedenster &quot;Weise zu einem Sechsseit zusanunen-
fassen. Yerteilen wir auf die sechs Geraden irgendwie
die Nummern I, II, HI, IV, Y, YI und durchlaufen
die Seiten in der Keihenfolge der Nummem, so sind als

Schnittpunkte aufeinand er folgender Seiten auch sechs
Ecken bestimmt, namlich der Schnittpunkt voii I und II,
den wir als Punkt (I, II) bezeichnen, der Punk); (H, III)

usw., endlich der Punkt (YI, I). Es folgt also auf YI
wieder I. (Zyklische Vertauschung.) Aus dieses sechs
Ecken eines numerierten Sechsseits lassen sich drei Paare
von ,,Gegenecken&quot; bilden, die Ecke (I, II) und (YI, Y), dann

(II, III) und (Y, YI), endlich (IE, IV) und (VI, I). Je zwei
solche Gegenecken konnen wir durch eine Gerade verbinden
und erhalten so drei Verbindungslinien von Gegenecken,
die wir in der angegebenen Eeihenfolge x, y, z nennen.

Das einer Kurve 2. Klasse umschriebene
Sechsseit.

70. Betrachten wir jetzt in Figur 43 das Sechsseit

aqgbg r und numerieren es in dieser Reihenfolge mit
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1, n, III, IV, V, VI, so sind die Verbindungslinien der

G-egenecken die drei Geraden S
t
B , QR, BS, welche nach

der Figur durcli einen Punkt B gehen. Die sechs Seiten

des Sechsseits diirfen als sechs beliebige Tangenten der

Kurve 2. Klasse angesehen warden. &quot;Wiirde man sie in

irgend einer andern &quot;Weise numerieren, so konnte man

doch wieder die Tangenten, welche dann die JSTummerri III

und V tragen, als erzeugende Punktreihen fiir die Kurve

2. Klasse benutzen, ferner konnte man die Tangente mit

der Nummer I die Kolle der Tangente a spielen lassen usw.,

kurz man erhielte fiir das neue Sechsseit, das der anderen

Numerierung entspricht, auch wieder einen (anderen)

Punkt B, durch den die drei Verbindungslinien der

Gegenecken hindurchgehen miiBten. Es ist also bewiesen :

Satz 39. ,,Irgend sechs Tangenten einer Kurve 2. Klasse

liefern, auf irgend eine Weise mimoriert, ein der Kurve

umschriebenes Sechsseit, in dem sich die Verbindungs

linien der Gegenecken in einem Punkt schneiden.&quot;

Das ist der Lehrsatz von Brianchon, den dieser fr,in-

zosische Gelehrte 1806 veroffentlichte. Den Punkt B, in

dem sich die Verbindungslinien der Gegenecken schneiden,

aennen wir den Brianchonschen Pun lit (B. P.).

Aber auch eineUmkehrung dieses Satzes folgt unmittel-

bar aus der Figur 43. Dort fanden wir ja weitere Tanj^enten

a der Kurve 2. Klasse, indem wir i miner Sechsseite kon-

struierten, fiir welche sich S B und S{Bi in Punkten B

von QR begegneten. Wir konnen also auch behaupten:

Satz 40. ,,Wenn in einem irgendwie numerierton Sechs

seit die Verbmdungslinien der Gegenecken sich in

einem Punkte schneiden, so ist das Sechsseit einer

Kurve 2. Klasse umschrieben, d. h. die Kurve 2. Klasse,

welche fiinf dieser Seiten beriihrt, beriihrt von selbst

auch die sechste Seite des Sechsseits.&quot;
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Es braucht wohl kaum erwahnt zu werden, daB sich
die Satze von Pascal und Brianchon nach dem Gesetz der
Duajitat fiir die Ebene entsprechen.

Spezialisierungen des Brianchonschen Satzes.
71. Denken wir uns ein einer Kurve 2. Klasse

umschriebenes Sechsseit gegeben und lialten wir fiinf

45c
Fig. 45 d.

seiner Seiten, etwa I, HI, IV, V, VI fest, wahrend
wir die Seite II sich so andern lasseu, daB sie, stets
Tangente der Kurve bleibend, sich der Seite I mehr
und mehr nahert. 1st dann im Grenzfall H mit I
zusammengefaUeB, so haben wir statt des Sechsseits ein
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Fimfseit. Dagegen sind noch sechs Ecken vorhanden.

Denn als Schnittpunkt von I und II miissen wir den

Beriihrungspunkt der Tangente I mit der Kurve nehmcn.

Der Brianchonsche Satz lafit sich dann in entsprechender

Weise fur dies Fiinfseit formulieren : es mag geniigen, anf

Figur 45 a zn verweisen, die den Satz veranschanlicht.

Ferner konnen wir in dem Sechsseit zweimaUzwei Tan-

genten zusammenfallen lassen, wodurch wir aus dem Sal /e

von Brianchon Satze uber das Yierseit erhalten, das

einer Kurve 2. Klasse umschrieben ist. Die Figuren 45 b

und 45 c werden hinreichen, um auch den &quot;Wortlaut der-

selben zu liefern. Fallen endlich dreimal zwei Tangenten

znsammen, so erhalten wir (Fig. 45 d) den

Satz 41. ,,Hatman ein einer Kurve 2. Klasse umschriebenes

Dreieck, so gehen die Yerbindungslinien der Ecken

mit den Beruhrungspunkten der gegeniiberliegenden

Seiten durch einen Punkt.&quot;

Aufgabe 33. Welche Fonn nimmt der Pascalsche Satz

an, wenn die Kurve 2. Ordnung in zwei Gerade zer-

fallt und die sechs Punkte zu je dreien auf ihnen

liegen? Wie Ia6t sich der dualeSatzbeweisen? Ygl. 7.

Anwendungen des Brianchonschen Satzes.

72. Nach Satz 40 konnen wir das Brianchonsche

Sechsseit benutzen, um von einer Kurve 2. Klasse weitere

Tangenten zu konstruieren und die beiden folgenden Auf-

gaben zu behandeln.

Aufgabe 34. Yon einer Kurve 2. Klasse kennt man

fiinf Tangenten und auf einer dersolben einen Punkt P.

Man soil die zweite, durch diesen Punkt gehende

Tangente der Kurve zeichnen.
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Fig. 46.

Losung. Wir mimerieren uns ein Brianchonsches

Sechsseit, Die Tangente, auf der P liegt, sei I

(Fig. 46), die gesuchte Tangente sei II, die iibrigen

gegebenen Tangenten erhalten die

Nummern IE, IY, Y, VI. Dann
ist P der Schnittpunkt (I, II).

Die Linien x und z konnen wir

zeichnen und sie liefern den Bri-

anchonschen Punkt (B. P.). Durch

ihn und (Y, VI) geht y und diese

Linie schneidet auf HE einen Punkt

aus, der mit P verbunden die ge
suchte Tangente gibt.

Aufgab e 35. Eine Kurve 2. Klasse ist gegeben durch

funf Tangenten; den Berulirungspunkt einer derselben

zu bestimmen.

L 6 sung. Die Tangente, dere*n Beriilirungspunkt bestimmt

werden soil, bezeichnen wir mit I

und n (Fig. 47), die iibrigen mit

III ... VI. Dann kann man zwei

der Yerbindungslinien der Gegen-

ecken, namlich z und y zeichnen,
deren Schnitt der Brianchonsche

Punkt ist. Durch diesen und (IV,V)
geht x und diese Linie schneidet

auf I den Beruhrungspunkt T aus.

Gunz in Shnhcher Weise sind folgende Aufgaben zu

behandehi :

A^ufgabe 36. Yon einer Kurve 2. Klasse sind funf

Tangenten gegeben; eine Tangente an die Kurve zu

zu zeichnen, die parallel einer der gegebenen ist Lflsung
irie Aufgabe 34, nur liegt P in unendlicher Feme.

Doehlemann, Projektire Gcometri* 9

ST jr\

Fig. 47.
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Aufgabe 37. Yon einer Kurve 2. Klasse sind vier

Tangenten gegeben und auf einer derselben 1st ihr Be-

ruhrungspunkt bekannt; man konstruiere die Be

ruhrungspunkte der anderen Tangenten.

Losung. Brianchonscher Satz fur ein Yierseit.

Aufgabe 38. Yon einer Kurve 2. Klasse sind zwei

Tangenten gegeben und ihre Beruhrungspunkte, soAvie

eine dritte Tangente; man zeichne deren
Berunrungs]

punkt.

25. Identitat der Kurven 2. Ordnung und 2. Klasse.

Die Mac-Laurinsche Konfiguration.

73. Hatten wir eine Kurve 2. Ordnung durch pro-

jektive Biischel erzeugt, so konnten Avir in jedem ihrer

Punkte die Tangente bestimmen. Yon welcher Klasse

1st nun die erzeugte Kurve 2. Ordnung?

Lag andererseits eine Kurve 2. Klasse vor als Erzeug-
nis projektiver Punktreihen, so war auf jeder Tangente
ein Punkt, der Beruhrungspunkt, festgelegt. Yon welcher

Ordnung 1st die von den Beruhrungspunkten gebildete

Kurve?

Um diese naheliegenden Fragen zu beantworten,

gehen wir aus von einer Kurve 2. Klasse, die durch vier

Tangenten a, b, c, d und den Beruhrungspunkt A von a

bestimmt sein moge (Fig. 48). Die Beruhrungspunkte

B, C, D von b, c, d, die damit dann schon gegeben sind,

wollen wir nun nicht wie in Aufgabe 37 mittels des

Brianchonschen Satzes bestimmen, sondern unter Be-

nutzung des Satzes 15 in 36. Fur den vorliegenden Fall

haben wir zu beriicksichtigen, daB auf irgend zwei Tan

genten einer Kurve 2. Klasse die ubrigen Tangenten pro-

jektive Punktreihen ausschneiden, und ferner, daB die auf
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Grund des angezogenen Satzes zu konstruierende Linie p
die Beriihrungspunkte der beiden Tangenten ausschneidet

(66.). Die Tangenten a, b, c, d bilden nun ein vollstan-

diges Yierseit. Es sei der Schnittpunkt von a imd b mit

M bezeichnet, also kurz (ab)
= M, ebenso (cd)

= M1 ,

. f .:-,--; :. ,-

Fig. 48.

ferner (ac)
= N, (bd)

= Nl5 endlich (ad) =P und

(bc) = P1} so dafi
N&quot;,^, M,M13 P,P1

die drei Paare

von Gegenecken des Yierseites. Weiter bezeichnen wir

die Yerbindungslinie NNj_ mit x, MM^ mit y, PP mit z.

Greifen wir jetzt zunachst die beiden Tangenten a

und b heraus, so schneiden die iibrigen Tangenten c, d usw.
auf a und b projektive Punktreihen aus und zwar ent-

sprechen den Punkten N, P beziiglich die Punkte P
x ,
N1 .

9*
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Die Liinie p des Satzes 15 geht mithin durch den Schnitt-

punkt Y der Yerbindungslinien PPX
und NN und aufier-

dem durch A. Es schneidet also die Yerbindungslinie
AY auf b den Beriihrungspunkt B aus.

Betrachten wir in gleicher Weise a und c als Trager

projektiver Punktreihen, so haben wir M und Mj sowie

P und P! zu verbinden und deren Schmttpunkt X be-

stimmt mit A verbunden die Perspektivitiitsachse, welche

auf c den Beruhrungspunkt C aussclineidet. Die analogen

Betrachtungen, durchgefuhrt fiir die Paare a und d, b und

c, b und d, endlich c und d, liefern dann folgendes Re-

sultat: &quot;Wird noch der Schnittpunkt von NNj und MM
t

mit Z bezeichnet, so gehen AC und BD durch X, AB und

und CD durch Y, AD und BC durch Z . Wir haben also

Satz 42. ,,Irgend vier Tangenten a, b, c, d einer Kurve

2. Klasse bestimmen ein vollstandiges Yierseit mit den

drei Yerbindungslinien x, y, z der Gregenecken. Die

Beruhrungspunkte A, B, C, D der vier Tangenten
liefern ein vollstandiges Yiereck, in dem X, Y, Z die

Schnittpunkte der Gegenseiten. Dann fallen die Drei-

ecke XY Z und x y z zusammen.&quot;

Das System der Punkte und Geraden dieser Figur

1st bekannt als die Mac-Laurinsche Konfiguration (1748j.

Die Kurve 2. Klasse ist von der 2. Ordnung.

74. Diese Figur benutzen wir jetzt, um weitere Tan

genten einer Kurve 2. Klasse und deren Beruhrungspunkte
zu konstruieren, wenn die erstere durch drei Tangenten

a, b, c und die Beruhrungspunkte A und C der ersten

und dritten bestimmt ist. In der Tat vertrauen wir uns

der Fuhrung der Figur an und wahlen auf der Yerbindungs

linie AC einen Punkt X beliebig. MX schneide c in M1}

PjX die Tangente a in P; dann ist, wie wir beweisen
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werden, PM eine weitere Tangente d der Kurve 2. Klasse.
Denn numerieren Avir ein Sechsseit derart, daB a mit I
und II, b mit III, c mit IV und Y, PMX oder d mit YI
bezeichnet wird, so beriihren diese 6 Linien eine Kurve
2. Klasse, da AC, MM1? PP

1 sich in einem Punkte X
begegnen (71., Figur 45 c). Also ist d eine weitere Tan
gente der Kurve 2. Klasse.

Bringen wir jetzt P]^ mit P
X
M in N

A ,
ferner NN

X
in T mit PP zum Schnitt, so schneidet AY auf b den

Beruhrungspunkt B aus, und es ist leicht zu erkennen,
dafl nun BX auf d den Beruhrungspunkt D liefert Das
folgt ohne weiteres aus einem neuen Brianchonschen Sechs
seit, indem wir b als I und II, c als HI, d als IV und Y
und a als Tangente YI wahlen.

Die ganze Figur zeigt nun wieder die oben bewiesenen

Eigenschaften, d. h. CD geht durch Y, oder anders ausge-
druckt: man kann D auch erhalten als Schnittpunkt der
Strahlen BX und CY.

Lassen wir jetzt X auf AC fortrucken, so beschreibt
derStrahlBX einen zurPunktreiheXperspektivenStrahlen-
biischel und ebenso MX; der Punkt Z wandert auf der
Geraden BC weiter, Y auf AB und der Strahl CY be
schreibt einen Biischel um C .

Man hat mithin folgendeEeihe von perspektiven Grrund-
gebilden:

Strahlenbuschel BX X PunktreiheX A StrahlenbtischelMX
ZA NZ
TX CY.

Also ist auch

Strahlenbuschel BC A Strahlenbuschel CY.
Folglich ist der Ort der Punkte D dargestellt als Er-

zeugnis projektiver Strahlenbuschel, also liegen alle Be-
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riihrungspunkte D der Tangenten der Kurve 2. Klasse

auf einer Kurve 2. Ordnung, welche naturlich auch durcli

die Punkte A, B, C, D geht, da ja die bewegliche Tan-

gente d auch mit a, b, c, d zusammenfallen kann.

Die entsprechende duale Betrachtimg ,
deren Durch-

fiihrung dem Leser angeraten \vird, zeigt, daB die Tan

genten einer Kurve 2. Ordnung eine Kurve 2. Klasse

bilden. Wir haben demnach

Satz 43. ,,Die Beriihrungspunkte der Tangenten einer

Kurve 2. Klasse liegen auf einer Kurve 2. Ordnung,
und die Tangenten einer Kurve 2. Ordnung bilden eine

Kurve 2. Klasse.
1

Ob man also von projektiven Punktreihen oder pro-

jektiven Strahlenbuscheln ausgeht, man erhalt die gleiche

Kurve, nur das einemal tangentenweise, das anderemal

punktweise erzeugt. Die Kurven 2. Klasse sind auch von

der 2. Ordnung und umgekehrt. AVir wollen diese Kurven

2. Ordnung und 2. Klasse ,,Kegelschnitte&quot; nennen.

Die Berechtigung dieser Bezeiclmung wird in einem

spateren Abschnitte dargetan werden.

26. Die verschiedenen Arten der Kegelschnitte.

Unendlich feme Punkte. Asymptoten.

75. Wir wollen jetzt sehcn, welche verschiedcne

Fornien die Kegelschnitte annehmcn konnen. Man tcilt

diese Kurven ein nach ihrem Yerhalten gegemiber der

unendlich fernen Geraden der Ebene, in welcher der Kegel-

schnitt liegt. Der Kegelschnitt kann diese unendJich feme

Gerade namlich entweder in zwei reellen Punkten schneiden

oder sie gar nicht schneiden (d. h. in zwei imaginaren

Punkten) oder er kann sie beriihren. Um fur diese ab-

strakten Moglichkeiten geometrisch brauchbare Unter-
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scheidungen zu erhalten, sei ein Kegelschnitt diirch pro-
jektive Biischel S und S

A erzeugt, deren projektive
Beziehung durch drei Paare entsprechender Strahlen a,
b, c und a1? b1? C

L festgelegt sein moge. Um nun die

Schnittpunkte des Kegelschnittes mit der unendlich
fern en Geraden zu bestimmen, haben WIT nur das Yer-
faliren, aufGrund dessen wir in 59. undAufgabe 26 (S. 112)
die Schnittpunkte einer endlichen Geraden 1 mit dem Kegel-
sclmitt bestimmten, entsprechend umzuandern. Da sich
in jedem Punkte des Kegelschnittes entsprechende Strahlen
der projektiven Biischel S und Si begegnen, so sind
etwaige unendlich feme Punkte des Kegelschnittes dadurch
misgezeichnet, daB nach ihnen entsprechende Strahlen
der Biischel S und Si laufen, die iiberdies noch parallel
smd. Um solche Strahlen zu finden, verschieben wir den
Biischel S

t parallel zu sich selbst, bis S
} nach S fallt.

Dies fiihren wir aus, indem wir durch S folgende Strahlen
ziehen: af-}f- ai , bf-fj-bx, of-froi. Dann ist, wie leicht
xu sehen, auch der Biischel (a, b, c) projektiv zum Biischel
(
a

i&amp;gt; DI, cj, wobei dem Strahl a der Strahl a/ entspricht
usw. Die Doppelstrahlen dieser Biischel aber liefern ent
sprechende Strahlen der Biischel S und S/, die parallel
laufen. Denn wenn n = nf ein solcher Doppelstrahl so
ist ni+ nf, also auch n-jj- ni . Die genannten Doppel-
trahlen, die sich nach der Steinerschen Konstruktion er-

.nitteln
lassen, geben folglich die Eichtungen, in denen

unendlich ferae Punkte des Kegelschnittes gelegen sind
Jede Paralleie zu einer solchen Eichtung geht auch durch
diesen unendlich fernen Punkt der Kurve hindurch Dies
entspricht dem Umstand, daB durch irgend einen im End-
iclien gelcgencn Punkt einer Kurve ein Biischel von

;&amp;lt;rahlonhindin-cl,geht.
Wie nun indiesem eben genannten

btrahlenbuschel die Tangente an die Kurve enthalten ist
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so ist auch in dem Parallelstrahlenbuschel durch einen

unendlich fernen Punkt einer Kurve ein Strahl vorhanden,
fiir welchen auch noch der zweite Schnittpunkt mit dem

Kegelschnitt in den unendlich fernen Punkt fallt und von

dem wir also sagen konnen, daB er die Kurve in dem
unendlich fernem Punkte beriinrt oder daB er als Tangente
in diesem Punkte anzusehen ist. Wir nennen allgemein

die Tangente in einem unendlich fernen Punkt einer

Kurve eine ,,Asymptote&quot; der Kurve. Ihre Konstruktion

bleibt die gleiche wie die der Tangente, nur tritt an Stelle

des im Endlichen gelegenen Punktes der durch eine

Richtung gegebene unendlich feme Punkt

Ellipse, Hyperbel, ParabeL

76. Zuriickkehrend zur Einteilung der Kegelschnitte
miissen wir mithin folgende Falle unterscheiden:

a) Die beiden projektiven
Strahlenbuschel (a ,

b
, c) und

(a{, b{, GI) haben keine

Doppelstrahlen. Der erzeugte

Kegelschnitt besitzt keine un
endlich fernen Punkte, liegt

also ganz im Endlichen. Man
nennt ihn

,,Ellipse&quot; (metipts)

(Fig. 49). Sie kann speziell in den Kreis iibergehen*).

*) Es gibt Kurven hfiherer Ordnung, die infolge ihrer

ovalen Form sich aufierlich nur wenig von einer Ellipse
unterscheiden. Wahlt man auf einer solchen Kurve zwei

Punkte S und Si beliebig, so kann man die Strahlenbiischel

S und B! durch die Kurve eindeutig aufeinander beziehen,

indem man solche Strahlen einander zuweist, die sich auf der

Kurve begegnen. Trotzdem sind diese Biischel dann nicht

projektiv, und es ist das Doppelverhaltnis von vier Strahlen

des einen nicht gleich dem der entsprechenden Strahlen des
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b) Die Doppelstrahlen der beiden projektiven Biischel

sind reell. Der Kegelschnitt hat also zwei reelle, unendlich
feme Punkte. Er heiBt Hyperbel (vneQ^oXrj) (Fig. 50).
Die Asymptoten sind a und b. Die Kurve besteht aus
zwei Teilen, die sich den Asymptoten mchr und melir

nahern. Die Knrve hat nnr zwei iineudlich feme Punkte

Fig. 50.

namlich die unendlich fernen Beruhrungspunkte A und
B von a und b. Gent man auf der Kurve von aus

gegen 1 ins Unendliche, so kehrt man daraus iiber B zu-

riick nach 2; geht man hi der Eichtung nach 3 his

Unendliche, so kehrt man auf der anderen Seite der

Asymptote iiber A nach 4 zuriick. Die Kurve sclilieSt

sich also durch das Unendliche hindurch.

anderen. Denn analytisch betrachtet, schneidet irgend ein
Strahl durch S die Kurve aufier in den zwei reellen Punkten
noch in imaginaren Punkten, die fur die Rechming ebenso zu
beriicksichtigen sind wie die geometrisch sichtbaren Punkte.
(Vgl. die Definition projektiver Grundgebilde in 31.)
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c) Die beiden projektiven Strahlenbuschel haben einen

Doppelstrahl. Die Kurve besitzt einen miendlich fernen

(do])pelt zahlenden) Pnnkt, beriihrt also die unendlich

feme Geradc. Sie heiBt Parabel

(na.Qaf$ol.r[) (Fig. 51). Die Asymp
tote derselben 1st die unendlich feme

Gerade, auf ihr liegt der unendlich

feme Beruhrungspunkt P.

Diese Bezeichnungen der drei

Kegelschnitte stammen sclion von

den Griechen her. Sie beziehen sich

auf die eigentumlicheArt und AVeise,

wie diese die Gleichungen dieser

Kurven als Beziehungen zwischen

Fig. 61. Flacheninhalten deuteten.

Tangentenweise Konstruktion der Parabel.

77. Erzeugen wir einen Kegelsclmitt durch projektive

Punktreihen, so konnen wir ebenfalls, wenn auch wcniger

einfach, die drei Arten von Kegelschnitten unterscheiden.

Wann die Parabel entsteht, ist sofort einzusehen: namlich

immer und nur dann, wenn die unendlich fernen Punkte der

erzeugenden Punktreihen g und
gj_

in der projektiven

Beziehung einander entsprechen. Denn dann ist die

Verbiudungslinie dieser beiden unendlich fernen Punklc.

also die unendlich feme Gerade der Ebenc, cine

Tangente der erzeugten Kurve, diese muB deinnach cine

Parabel soin. Projektive Punktreihen, in denen sich die

unendlich fernen Punkte entsprachen, nannten wir aber

(40.) ahnliche; folglich schneiden die Tangenten einor

Parabel auf irgend zwei festcn Tangenten derselben solcho

ahnliche Punktreihen aus. Daraus ergibt sich eine cin-

fache Konstruktion der Tangenten einer Parabel. Sind g
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und g1
die gegebenen Tangenten (Fig. 52) und bezeichnen

wir deren Beriihrungspunkte mit 5 und 0, so teilen wir

die Strecken von ihnen aus bis zum Schnittpunkt von g
und gi je in funf gleiche Teile. Dann liefem entsprechende

Teilpunkte verbunden stets erne Tangente der Parabel.

Durch Fortsetzung der Teilnng erhalt man, wie aus der

Figur zu ersehen, weitere Tangenten derselben.

Fig. 62.

Aufgaben liber die Hyperbel und ParabeL

78. Wir fiigen hier noch einige Aufgaben bei, aus

denen hervorgehen mag, daB unendlich feme Elemente

(Asymptoten, unendlich feme Gerade) ganz ebenso kon-

struktiv verwendet werden konnen, wie im Endlichen

gelegene Bestimmungsstiicke.

Aufgabe 39. Yon einer Hyperbel sind gegeben die

Richtungen der Asymptoten und drei Punkte. &quot;Weitere

Punkte der Kurve, sowie die Asymptoten selbst zu

konstruieren.
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LCsung. Sind s und sf die Richtungen der Asymptoten

(Fig. 53), so sind also die unendlich fernen Punkte S
und Sj dieser Geraden Punkte der Hyperbel. Wir
wahlen sie als Mitttelpunkte von die Kurve erzeugenden

Strahlenbuscheln, die in diesem Falle in Parallelstrahlen-

biischel iibergehen. Durch die weiter gegebenen Punkte

A, B, C sind dann den drei Strahlen a, b, c des

Biiscliels S als entsprechende im Buschel SA die Strahlen

d,

Fig. 58.

aj , \ , C]_ zugewiesen. Wir konstruieren die projektive

Beziehung der beiden Buschel nach 33., lassen aber

zur Vereinfachung g mit s^ und gt
mit a zusammen- .

fallen. Dann erhalten wir in bekannter Weise das

Zentrum P der Perspektivitat als (Schnitt von BBj
und CCj) und zu irgend einem Strahle d den ent-

sprechenden dl7 dessen Schnittpunkt D mit d der

Hyperbel als Punkt angehort.

Um die Asymptoten, also die Tangenten in den

Punkten S und SA
zu finden, haben wir nach Satz 30 S. 1 7
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die Yerbindungslinie S&! als Strahl des einen und des

anderen Biischels zu nehmen und immer den entsprechen-

den Strahl im anderen Biischel zu suchen. Diese Yer

bindungslinie S Sj ist hier die unendlich feme Gerade

und sie trifft g und g1
in den unendlich fernen Punkten

dieser Geraden. Man findet dann durch konsequente

Durchfuhrung der Konstruktion, daB die Asymptoten die

Linien SQ und SQ sind, die durch P parallel zu s und s

laufen. In der Figur stehen die Eichtungen der

Asymptoten aufeinander senkrecht. Eine solche Hyperbel
heiBt eine ,,gleichseitige&quot;.

Aufgabe 40. Zwei kongruente, gleichsinnige Strahlen-

buschel in der gleichen Ebene erzeugen einen Kreis,

zwei kongruente, ungleichsinnige dagegen eine gleich-

seitige Hyperbel. (Ygl. Aufgabe 16 S. 84.)

Aufgabe 41. Von einem Kegelschnitt sind gegeben ein

unendlich ferner Punkt, sowie zwei Tangenten mit

ihren Beruhrungspunkten. Man zeichne die Asymptote
in dem gegebenen unendlich fernen Punkte.

L 6 sung. Sind a und b die Tangenten mit den Be

ruhrungspunkten A und B,

wahrend S der gegebene
unendlich feme Punkt

(Fig. 54), so sei die ge-

suchte Asymptote die Yer

bindungslinie 1 2, A sei

3, 4 und 5, 6 falle mit B
zusammen. Dann erhalten

wir in dem Pascalschen

Sechseck 1 2 3 4 5 6 die

PunkteY undZ der Pascal-

schenLime (Satz 34 S.I 14),
auf der sich auch 1 2 und Fig. 54.
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45 sclmeideu miissen. Es geht also durch diesen

Schnittpunkt X die Asymptote s .

Man zeichne auch die zweite Asymptote.

Aufgabe42. Man lose die Aufgabe 3 9 unter Anwendung
des Pascalschen Satzes.

Aufgabe 43. Yon einer Hyperbel sind gegeben die

beiden Asymptoten und einPunkt; man zeichne weitere

Punkte der Kurve.

Fig. 55.

L 6* sung. Nehmen wir die unendlich fernen Punkte S

und
Sj,

der Kurve als Mittelpunkte der die Hyperbel

erzeugenden projektiven Strahlenbuschel und verfahren

wir im ubrigen durchaus nach der in 59. Figur 36

bereits besprochenen Methode. Die Parallelen durch

den gegebenen Punkt A der Hyperbel (Fig. 55) zu den

Asymptoten liefern entsprechende Strahlen a und a
t

der beiden Strahlenbuschel und die Asymptoten selbst

sind bzw. mit f und e
1

zu bezeichnen, wahrend die

unendlich feme Gerade die Bezeichnungen f4 und e
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tragt. Fiir die Hilfsgeraden g und g1
wollen wir im

vorliegenden Falle eine speziellere Annahme machen,
indem wir g mit a

t
und gi

mit a zusammenfallen
lassen. Dann koinmt der Hilfspunkt P der Figur 36
in den Schnittpunkt der beiden Asymptoten (also in

den Mittelpunkt der Hyperbel) zu liegen . Weitere Punkte
der Kurve ermitteln wir, indem wir durch P irgend
eine Gerade ziehen, welche ^ und a in D und D^ trifft.

Die Parallelen d und d
x geben in ihrem Schnitte

einen weiteren Punkt D der Hyperbel.

Die Figur 55 laBt weiter erkennen, daJB unsere Kon-
struktion neuer Hyperbelpunkte geometrisch auch in der
Weise gedeutet werden kann, daB durch dieselbe das

Parallelogramm AFPEj der Figur in ein flachengleiches
mit der Ecke D verwandelt wird. Wir haben mithin

folgende metrische Eigenschaft der Hyperbel bewiesen:
Zieht man durch die Punkte einer Hyperbel Parallele zu
den Asymptoten, so besitzt das von diesen Parallelen und
von den Asymptoten gebildete Parallelogramm konstanten
Flacheninhalt.

Aufgabe 44. Yon einer Parabel sind gegeben der un-
endlich feme Punkt, zwei weitere Punkte und die

Tangente in einem

derselben; die Kurve
zu zeichnen.

Losung. Wird mit S
t

der unendlich feme

Punkt, mit S derPunkt
bezeichnet

,
dessen

Tangente gegeben ist

(Fig. 56), so wahlen /
wir wiederum diese

Fig. 56.
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beiden Punkte als Zentren der projektiven Strahlen-

biischel. Die unendlich feme Gerade muB dann als

Tangente % in Sj aufgefafit werden, wahrend f die

gegebene Tangente ist Deren unendlich ferner Punkt

gibt bei Durchfuhrung ganz der gleichen Betrachtung
wie vorhin den Hilfspunkt P. Um weitere Punkte

der Parabel zu zeichnen, haben wir also mit irgend

einer Parallelen zu f die Geraden a^ und a in D und

D
t
zu schneiden. Die Strahlen d und ^ begegnen sich

in einem neuen Punkte D der Parabel.

*^.S\3\ 9\ t]

\vvu^^i^::

Fig. 67.

Fur praktische Zwecke Mt sich dieses Yerfahren

noch etwas bequemer gestalten. Bezeichnen wir den

Schnittpunkt von dt und f mit G, so gilt die Proportion

FD sp t =
sa

FA
= &quot;

SA
= &quot;

SF&quot;
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\Veim also z. B.

so ist auch

Darauf beruht folgende bekannte Konstruktion der
Parabel: wir teilen (Fig. 57) die Strecke FA sowohl als

auch SF in gleichviel gleiche Teile, z. B. vier, und ziehen
die zugehorigen Strahlen der Biischel. Die Teilung darf
nacli beiden Seiten fortgesetzt werden.

Fiir. r,8.

I.n fgabe 45. Yon einer Hyperbel sind gegeben die

beiden Asymptoten und ein Punkt; man zeichne dessen

Tangente.

Los ung. Sind a und b die Asymptoten und ist A der
welter gegebene Punkt (Fig. 58), so liefert der Satz
von Pascal ohne weiteres die gesuchte Tangente t und
es zeigt sich aus der Figur, dafi das zwischen den

Doehlemann, Projektive Geometrie. 10
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Asymptoten liegende Stiick der Tangente durch den

Beriihrungspunkt halbiert wird.

Aufgabe 46. Yon einer Hyperbel sind gegeben die

beiden Asymptoten und eine Tangente; weitere Tan-

genten der Kurve zu zeichnen.

LQsung. Bezeichnen wir die eine Asymptote a mit I

und II, die andere b mit IY und Y, die gegebene

Tangente t mitm
,
wiihrend die gesuchte Tangente YI

durch einen auf a beliebig angenommenen Punkt P

gehen soil (Fig. 59). Der Brianchonsche Punkt wird

in diesem Falle ein unendlich ferner und die Haupt-

diagonalen y und z sind parallel.

Man erkennt dann aus der Figur die folgende Eigen-

schaft: Die Tangenten einer Hyperbel begrenzen mit

den Asymptoten Dreiecke von konstantem Flacheninhalte.

Aufgabe 47. Yon einer Parabel sind vier Tangenten

gegeben. Den Beruhrungspunkt einer derselben zu

konstmieren.

Lo sung. Da der Kegelschnitt eine Parabel sein soil, so

beriilirt er die unendlich feme Gerade der Ebene
;
diese

unendlich feme Gerade ist aber mit der Ebene gleich-

zcitig gegeben als fiinfte Tangente. Um die Aufgabe
zu losen, bezeichnen wir die-

jenige Tangente, deren Beruh

rungspunkt wir finden wollen,

mit I und II, die unendlich feme

Gerade mit m, mit IY, Y, YI die

drei anderen Tangenten (Fig. 60).

Dann ist (IE, HI) der unendlich

feme Punkt der mit IE bezeich-

neten Tangente, (HI, IY) der

Fig&amp;gt;
co&amp;lt;

unendlich feme Punkt von IY.
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Durch den Brianchonschen Satz finden wir nun leicht

den Beriihrungspimkt T auf der Tangente I.

Aufgabe 48. Parallel einer gegebenen Kichtung an eine

Parabel die Tangente zu konstruieren.

Losung. Yerlangt man allgemein, die Tangenten eines

Kegelschnittes zu ermitteln, welche zu einer gegebenen
Geraden 1 parallel sind, so gibt es deren zwei. Denn
die Aufgabe kommt darauf hinaus, durch den Schnitt-

punkt von 1 mit der unendlich fernen Geraden die

Tangenten an den Kegelschnitt zu legen. Beriihrt aber

der Kegelschnitt die unendlich. feme Gerade, wie dies

bei der Parabel der Fall ist, so ist die unendlich feme
Gerade selbst eine der Tangenten durch diesen Punkt,
es bleibt also blofi noch eine im Endlichen gelegene

Tangente, parallel der Geraden 1, die Aufgabe wird

eine lineare.

Ist nun die Parabel etwa gegeben durch zwei Tan

genten a und b mit ihren Beriihrungspunkten A und B
(Fig. 61), so numerieren

wir uns ein Brianchonsches

Sechsseit. I, II fallen auf a,

III und IY auf b, Y sei die

gesuchte, zur gegebenen Ge
raden 1 parallele Tangente,
YI sei die unendlich feme
Gerade. Dann ergibt sich Y
wieder durch Konstruktion

des Brianchonsehen Punktes,
wobei noch zu beachten,
daB der Schnittpunkt (Y, YI)
naturlich der unendlich feme
Punkt von 1 ist. Fig. 61.

10*
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lufgabe 49. Eine Parabel 1st gegeben durch vier

Tangenten. Ihren unendiich fernen Punkt (die Richtung
der Achse) zu bestimmen.

Losung. Bozeichnen wir (Fig. 62) die vier gegebenen
Tangenten mit I, II, III, IV, die unendlich ferae

Gerade mit Y und YI, so gibt die Linie y, welche in

dem Brianchonschen Sechsseit nach dern. Beriihrungs-

punkt (Y, YI) limit, die Richtung, in welcher der

unendlich feme Punkt der Parabel liegt.



VI. Abschnitt.

Die Polarentheorie der Kegelschnitte.

27. Pol und Polare.

Konjugierte Punkte und konjugierte Gerade.

79. Liegt ein Kegelschnitt k2
gegeben vor und 1st

g eine Gerade, welche ihn in den Punkten A und B trifft

(Fig. 63), so kann man zu irgend einein Punkte X von g

den vierten harmonise}len X beziiglich A und B kon-

struieren, so daft also (XX AB) = 1 . Wir nenner
zwei solche Punkte X und X ,,konjugiert&quot; in bezug aid

den Kegelschnitt
Beriihrtdie Gerade g den Kegelschnitt, so vereinigen

sich A und B in einem Punkt, etwa C. Der vierte
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harmonische zu einem Punkt X fallt dann, wo auch
X auf der Tangente liegen mag, wieder mit C zusammen.
Zu jedem Punkte einer Tangente ist also der Beruhrungs-
punkt konjugiert.

Gehen andererseits von einem Punkte Q- aus zwei

Tangenten a und b an den Kegelschnitt, so kann man zu

irgend einer Geraden x durch G den vierten harmonischen
Strahl x bestirnmen in bezug auf a, b . Es ist also dann

(xx ab) = 1 . Wir nennen zwei solchc Strahlen x, x

,,konjugierte Gerade&quot; in bezug auf den Kegelschnitt.
Eiickt G auf den Kegelschnitt nach G

,
so fallen die

beiclen Tangenten in eine zusammen, namlich in die Tan

gente c in G an den Kegelschnitt. Zu irgend einer Ge
raden durch den Punkt G des Kegelschnittes ist dann c

stets die konjugierte Gerade. In der rechnenden Geo-

metrie kann man diese Definition konjugierter Punkte
und Geraden formal iibertragen auf den Fall, wo die Ge
rade g den Kegelschnitt nicht schneidet oder wo von
dem Punkte G- aus keine reellen Tangenten an den Kegel
schnitt moglich sind.

Wir stellen uns jetzt die Fragen: Wo liegen iiber-

haupt alle Punkte, die zu einem gegebenen Punkte X
konjugiert sind in bezug auf einen Kegelschnitt? Ferner:

Was fur eine Kurve umhullen alle Geraden, die zn einer

gegebenen Geraden x konjugiert sind in bezug auf einen

Kegelschnitt?

Polare eines Punktes.

80. Wir gehen aus von der Mac-Laurinschen Kon-

Gguration,wiesieinFigur48 S. 131 erortertwurde. Bringen
wir dort noch AC in X

,
BD in X&quot; zum Schnitt mit

NNi, so folgt aus dem Yiereck ABCD, daB sowohl

(XX AC) = - 1 als auch (XX
/r

BD) = - 1 .
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Es sei nun der Kegelschnitt gegeben, sowie der Punkt

X
;
durch X zielien wir eine Sehne A C beliebig. Bringen

wir die Tangenten a und c in A und C in N zum Schnitt

und konstruieren ferner X als den vierten harmonischen

zu X bezuglieh A und C, so ist durch N und X die

Linie NNt
oder x festgelegt. Wie man also auch eine

Sehne BD durch X zieht, der vierte harmonische X&quot; zu

Fig. 64.

X beziiglich B und D niuB stets auf dieser Linie x ge-

legen sein. Diese Gerade x ist demnach der Ort aller

zum Punkte X konjugierter Punkte. Wir nennen sie die

,,Polare&quot; des Punktes X in bezug auf den Kegelschnitt.
Auf ihr mussen sich dann auch die Tangenten b und d

in B und D begegnen. Ebenso ist XZ oder y die Polare

von Y und XY oder z die Polare von Z .

Es ergeben sich also folgende Eigenschaften der

Polaren eines Punktes, die wir durch die Figur 64 zur

Anschauung bringen:
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Satz 44. ,,Hat man einen Punkt X und einen Kegel-
schnitt und zieht durch inn alle moglichen Linien,
welche in A, B oder C, D oder E, F usw. den Kegel-
schnitt treffen, und konstruiert man

1) zu A, B oder C, D oder E, F usw. den viertcn liar-

monischen in bezug auf X,
2) die zwei andcren Nebenecken der vollstandigen Vier-

ecke ABCD, ABEF usw.,

3) die Schnittpunkte der Tangenten in A und B, in C
und D usw.,

4) die Beruhrungspunkte der allenfalls von X aus an

den Kegelschnitt gehenden Tangenten,
so liegen alle diese Punkte auf einer Geraden x, der

Polaren des Punktes
X.&quot;*)

Pol einer Geraden.

81. Ganz in ahnlicher Weise zeigen wir, daB alle

zu einer Geraden x konjugierten Geraden durch einen

Punkt X gehen, den wir den
,,Pol&quot; von x nennen. In

der Tat denken wir uns in Figur 48 noch die Linien

NX und NjX gezogen, die mit x7 bzw. x&quot; bezeichnet

werden mogen, so ist sowohl (xx ac) = 1 als auch

(xx&quot;bd)
== 1 . Haben wir nun x oder NN

X beliebig

angenommen, ferner von einem Punkte N aus die Tan

genten a und c an den Kegelschnitt gezogen, welche

in A und C beruhren, so konnen wir X schon bestimmen
als Schnittpunkt von A C und dem Strahle x

,
der zu x

harmonisch ist beziiglich a und c. Wo dann auch auf x

*) In dieser Figur, sowie in den folgenden ist der Be-
quemlichkeit wegen als Kegelschnitt eine Ellipse gewahlt.
Selbstverstandlich gclten die Satze fur jeden Kegelschnitt,
solcrn nicht ausdrucklich etwas anderes bemerkt ist.
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ein Punkt N
t
weiter angenommen wird, immer muB die

Beriihrungssehne B D der durch Nj_ gehenden Tangenten
b und d durch den bereits festgelegten Punkt X gehen
und immer muB auch der Strahl

x&quot;,
der zu x harmonisch

in bezug auf b und d, ebenfalls durch X laufen. Damit
ergibt sich (Fig. 48)

Sat z 45. ,,Legt man von den Punkten einer Geraden x aus
die Tangentenpaare an einen Kegelschnitt und konstruiert

1) zu x den vierten harmonischen Strahl beziiglich
eines solchen Tangentenpaares,

2) in dem von zwei solchen Tangentenpaaren gebildeten

vollstandigen Yierseit die zwei anderen Nebenseiten,
3) die zu einem Tangentenpaar gehorige Beruhrungs-

sehue (Yerbindungslinie der Beruhrungspunkte),
4) in den (etwaigen) Schnittpunkten von x mit dem

Kegelschnitt die Tangenten,

so gehen alle diese Linien durch einen Punkt X, den
Pol von x.&quot;

Naturlich gehort zu X wieder x als Polare. Ferner

folgt aus 3) in den beiden letzten Satzen noch:

Zusatz. ,,Liegt der Punkt X auf dem Kegelschnitt, so
wird seine Polare die Tangente und ebenso wird der
Pol einer Tangente der Beriihrungspunkt derselben.&quot;

Auf Grand dieser Satze konnen wir jetzt auch eine

strengere, von der Kealitat der Schnittpunkte bzw. Tan
genten unabhangige Definition konjugierter Elemente
aufstellen in folgender &quot;Weise:

,,Zu einem Punkte sind konjugiert in bezug auf einen

Kegelschnitt alle Punkte seiner Polaren.&quot; Ferner:

,,Zu einer Geraden sind konjugiert in bezug auf einen

Kegelschnitt alle Geraden, die durch den Pol der ersteren

gehen.&quot;
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Es folgt daraus dann unmittelbar:

,,Sind zwei Punkte konjugiert, so geht die Polare eines

jeden durch den andern&quot; und:

,,Von zwei konjugierten Geraden enthalt jede den Pol

der andern.&quot;

Aufgabe 50. Zerfallt der Kegelschnitt (die Kurve

2. Ordnung) in zwei Gerade, so folgt aus Satz 43

(S. 134) der fruher (S. 53) erwahnte Satz. Welcher

Satz ergibt sich, wenn der Kegelschnitt (als Kurve

2. Klasse) in zwei Punkte zerfallt?

28. Das Polardreieck.

82. &quot;Wahlen wir einen Punkt X in der Ebene eines

Kegelschnittes beliebig und zeichnen seine Polare x;

auf x sei der Punkt Y beliebig angenommen. Dann mufi

die Polare y von Y jedenfalls durch X gehen, da X und Y

konjugierte Punkte. Der Schnittpunkt von x und y sei Z.

Dieser Punkt Z ist konjugiert zu X und Z ist auch

konjugiert zu Y, also ist XY oder z die Polare des

Punktes Z. In XYZ haben wir folglich ein Dreieck

gefunden von der Eigenschaft, daB jede seiner Ecken die

gegeniiberliegende Seite zur Polaren hat. Ein solches

Dreieck nennen wir ein ,,Polardreieck&quot;
des Kegelschnittes.

WirhabenschoninFigur48aufS.131inXYZeinPolar-
dreieck erhalten; aus dieser Figur konnen wir entnehmen,

wie man sich in anderer Weise ein Polardreieck ehies

Kegelschnittes verschaffen kann. Sind namlich A ,
B

,
C

,
D

irgend vier Punkte auf dem Kegelschnitt, so konstruicren

wir in dem vollstandigen Viereck derselben die drei

Nebenecken: diese bilden dann ein Polardreieck. -

umgekehrt in Figur 65 ein Polardreieck XYZ eines Kegel-

schnitts gegeben, so finden wirinfolgenderWeiseeineGruppe
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von Punkten A, B, C, D, die zu ihm in der gleichen Be-

ziehung steht. &quot;Wir wahlen A beliebig irgendwo auf dem

Kegelschnitt, ziehen AZ, welche Linie zum zweitenmal

in B den Kegelschnitt trifft; dann verbinden wir X mit A
und B, wodurch wir die Schnittpunkte C und D auf

diesen Yerbindungslinien erhalten. Der Schnittpunkt
von CD und AB muB nun auf der Polaren x von X liegen,

Fig. 65.

also geht C D durch Z . Ebenso miissen A D und B C
durch Y laufen. Lassen wir jetzt den Punkt X auf Z
fortriicken und konstruieren fur jede Lage seine Polare.

Uin z. B. die Polare fur X zu finden, ziehen wir AX 7

,

welche Linie den Kegelschnitt nochmals in C trifft.

Dann liefert BC auf z den Punkt Y
,
so daB Z Y odor

x die Polare von X wird. Es ist folglich

P. Reihe (X, X
7

. .
.)

7\ Str. Buschel A (X, X . .
.)

A Str. Bfischel B (C, C 7
. .

.)

X P. Reihe (Y, Y . .
.)

A Str. Buschel Z (Y, Y
7

. .
.)

.
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Also 1st auch die Punktreihe X, X ... projektiv zum
Buschel x, x 7

... der Polaren und wir erhalten

Satz 46. ,,Riickt ein Punkt X auf einer Geraden z fort,

so beschreibt seine Polare x in bezug anf einen Kegel-
schnitt einen Strahlenbilschel um den Pol Z von z, und

dieser Strahlenbuschel 1st projektiv zu der von dem
Punkte beschriebenen Punktreihe.&quot;

Dreht sich eine Gerade um einen Punkt Z
,
so bewegt

sich ebenso der Pol dieser Geraden auf der Polaren z

dieses Punktes.

Wir erhalten also in der Figur 65 ein System von

Polardreiecken XYZ, X Y Z usw., die alle die Ecke Z

gemeinsam haben, wahrend die gegeniiberliegenden Seiten

auf der Geraden z liegen.

Aufgabe 51. Man beweise den Satz: Die sechs Ecken

ZAveier Polardreiecke eines Kegelschnittes liegen auf

einem Kegelschnitt, ihre sechs Seiten beriihren einen

zweiten Kegelschnitt.

Die zu einer Geraden und zu einem Punkte in be-

zug auf einen Kegelschnitt gehorige Involution.

83. Die Punktreihe X, X ... ist nicht bloB pro

jektiv zur Punktreihe Y, Y . . . (Fig. 65), sondern sie liegt

zu ihr involutorisch, da ja die Polare y von Y durch X
geht. Die Paare X, Y, X

,
Y . . . bilden eine Punkt-

involution, eben die Involution konjugierter Punkte auf z.

Ebenso gehoren die Strahlenpaare x,y, x
, y . . . einer

Involution an, der Involution konjugierter Geraden durch Z.

Schneidet z den Kegelschnitt in reellen Punkten, so sind

dies die Doppelpunkte der Punktinvolution (z. B. X
,
Y

).

Gehen von Z aus reelle Tangenten an den Kegelschnitt,

so lieferu diese die Doppelstrahlen der Strahleninvolution
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(z. B. x
, y ).

Aber auch wenn z den Kegelschnitt niclit

in reellen Punkten trifft, so kauri man trotzdem diePunkt-
in volution nach dem eben Bemerkten festlegen. Sie wird
dann natiirlich eine elliptische und kann dazu dienen,
die imaginaren Schnittpunkte der G-eraden mit dem Kegel-
sclinitt in geonietrisch brauchbarer Weise zu ersetzen.

Wenn ferner von Z aus keine Tangenten an den Kegel-
schnitt gezogen werden konnen, so wird die Involution

der konjugierten Geraden durch Z, die immer nocli be-

stimmt werden kann, eine elliptische. Statt der imaginaren

Tangenten von Z aus fiihrt man dann diese Involution in

die Betrachtung ein. Beruhrt z den Kegelschnitt, oder
fallt Z auf denselben, so wird die zu z oder Z gehorige
Involution eine parabolische.

Das Dualitatsgesetz in der Ebene.

84. 1st in einer Ebene ein Kegelschnitt k 2
, speziell

etwa auch ein Kreis, gegeben und irgend eine Figur, so

kann man zu jedem Punkte die Polare, zu jeder Geraden
den Pol in bezug auf k 2 zeichnen. Den Punkten einer

Geraden entsprechen dann nach Satz 46(S. 156)Gerade, die

alle durch den Pol dieser Geraden gehen. YierPunkten einer

Geraden sind also vier Strahlen durch einen Punkt zu-

geordnet, und es ist iiberdies das Doppelverhaltnis der
vier Strahlen gleich dem der vier Punkte. Dem Schnitt-

punkt zweier Geraden entspricht die Verbindungplinio
der Pole der beiden Geraden usw. Aus der ersten Figur
konnen wir demnach eine zweite ableiten, die ihr genau
nach dem Dualitatsgesetz der Ebene 7. a entspricht.
Jetzt ist aber zwischen den beiden Figuren auch ein

direkter, geometrischer Zusammenhang hergestellt, sie

sind
,,reziprok&quot; zueinander in bezug auf den Kegelschnitt.

Irgend einer Kurve als Ort von Punkten entspricht eine
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Kurve, eingehullt von den entsprechenden Q-eraden. Die

Klasse dieser letzteren 1st gleich der Ordnung der erston

Kurve. Die Punkte des Kegelschnittes k 2 sind dadurch

ausgezeichnet, daB die ihnen entsprechenden Geraden,
namlich die Tangenten von k2

,
durch sie hindurchgehen.

29. Mittelpunkt, Durchmesser, Aclisen eines

Kegelschnittes.

Der Mittelpunkt.

85. Aus den allgemeinen Satzen der Polarentheorie

erhalten wir wieder spezielle, metrische, wenn wir das

Unendlich-Ferne hereinziehen. Wir haben die Annahme
als zulassig und notwendig erkannt, dafi alle unendlich

fernen Punkte einer Ebene auf einer Greraden liegen.

Audi zu dieser unendlich fernen Gcraden konnen wir

dann den Pol zeichnen in bezug auf einen Kegelschnitt,

und wir erhalten ihn, indem wir von den Punkten der

unendlich fernen Geraden aus Tangentenpaare an den

Kegelschnitt legen. Die zugehorigen Beruhrungsselmen

gehen alle durch diesen Pol. Wir nennen den Pol der

unendlich fernen Geraden den ,,Mittclpunkt&quot; des Kegel

schnittes, jede durch ihn gehende Sehne einen ,,Durch-

messer&quot;. Die beiden Schnittpunkte eines Durchmessers

init dem Kegelschnitt miissen harmonisch getrennt werden

durch den Mittelpunkt und durch den Schnittpunkt des

Durchmessers mit der unendlich fernen Geraden, also

muB jeder Durchmesser im Mittelpiuikt halbiert werden

(Satz 44,1 S. 152).
Fur die Ellipse und Hyperbel liegt der Mittelpunkt

imEndlichen, bei der letzteren ist er (Satz 45,4 S. 153) der

Schnittpunkt der Asymptoten; fur die Parabel, welche

die unendlich feme Gerade beriihrt, fallt der Mittelpunkt
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in den Beriihrungspunkt der unendlich fernen Geraden,
also in den unendlich fernen Punkt der Parabel. Alle

Durchmesser der Parabel sind folglich parallel
Es hat sich mithin ergeben:

Sat z 47. ,,Die Yerbindungslinien der Beruhrungspunkte
paralleler TaDgenten eines Kegelschnittes (Ellipse oder

Hyperbel) gehen alle durch den Mittelpunkt und heiBen
Durchmesser. Jeder Durchmesser wird im Mittelpunkt
halbiert (Fig. 66 a und

66b).&quot;

Fig. 66 a.

KoDJugierte Durchmesser.

86. Nehmen wir jetzt inFigur 65 (S. 1 55) z als die un
endlich ferne Gerade. Dann wird Z der Mittelpunkt des

Kegelschnittes (Fig. 66 a und 66b). DieLinien x, y, x
7

, y
werden konjugierte Gerade durch den Mittelpunkt: wir
nennen sie ,,konjugierte Durchmesser&quot;. Jeder von ihnen
ist also die Polare des unendlich fernen Punktes des
anderen. Zieht man zu einem der konjugierten Durch
messer eine parallele Sehne AB, so muB die Mitte dieser
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Schno auf dcm konjugierteii Durchmesser liegen, da sie

mit X zusammen A und B harmonisch trennt. In bezug
auf konjngiertc Diirclimesscr zeigt also der Kegelschnitt

eiue ,,schicfc Symmetric&quot;. Dies liefert

Fig. C6b.

Ratz 48. ,,Die konjugierten Geraden (lurch rlen Mittel-

punkt eines Kegelschnitts liefern die Involution der

koi i
jugierten Durchmesser. Jeder von zwei kon

jngierten

Durchmessern halbiert alle Selmen, die zum anderen

parallel laufen. Die Tangenten in den Endpunkten

eincs Durclimessers sind parallel zum konjugierten

Durchmesser. Je zwei konjugierte Durchmesser bilden

mit der unendlich fernen Geraden ein Polardreieck

(Fig. 66 a und 66
b).&quot;
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Hat man (Fig. 66 c) eine Parabel und sind AB, A B . . .

parallele Sehnen, M, M . . .

deren Mitten, so liegen diese

alle auf einem Durchmesser,
der durch den unendlich

fernen Punkt S der Parabel

geht. Der Durchmesser

schneidet die Parabel noch-

mals in T und die Tangente
in diesem Punkte ist pa
rallel AB.

Fig. 66 c.

Die Achsen eines Kegelschnittes.
87. In der Involution der konjugierten Durchmesser

eines Mttelpunkt-Kegelschnittes sind nach Satz 24 (S. 94)
stets auch zwei aufeinander senkrechte

(x&quot;, y&quot;)
vorhanden.

Man bezeichnet dieselben als die ,,Hauptachsen&quot; des

Kegelschnittes.
Bei der Ellipse muB gemafi ihrer Definition (vgl. 76.)

die Involution der konjugierten Durchmesser eine ellip-

tische sein, beide Achsen schneiden die Kurve in reellen

Punkten (groJBe und kleine Achse) (Fig. 6 6 a).

Zum Mittelpunkt der Hyperbel dagegen gehort eine

Involution mit reellen Doppelstrahlen. Diese sind die

Asymptoten der Kurve. Jede Asymptote ist also zu sich

selbst konjugiert. Irgend zwei konjugierte Durchmesser
der Hyperbel trennen die Asymptoten harmonisch. Daraus

folgt unmittelbar, daJ3 der Beruhrungspunkt T einer Tan

gente (Fig. 66b) in der Mitte des Abschnittes ES liegt,

den die Asymptoten auf der Tangente erzeugen. Die
Achsen halbieren die &quot;Winkel der Asymptoten; die eine,

x&quot;,
schneidet die Hyperbel in reellen, die andere, y&quot;,

in

imaginaren Punkten.

Doehlemann, Projektive Geometrie. 11
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Treten in der Involution der konjngierten Diirclimesser

eines Kegelschnittes zwei Paare aufeinander senkrechter

Strahlen auf, so 1st die Involution nach Satz 24 (S. 94)eine

rechtwinkelige und alle konjugiertcn Durclunesserpaare
bilden rechte &quot;VVinkel. Dieser Fall tritt immer und nur

dann ein, wenn die Ellipse in einen Kreis ubergeht.

Denn wir kounen behaupten:

1st die zum Mittelpunkte eines Kegelschnittes gehorige

Stralileninvolution eine rechtwinkelige, so ist der Kegel-

sclmitt ein Kreis.

Bezeichnen wir namlich mit M den Mittelpunkt, mit

A. einen festen, mit B einen veranderlichen Piuikt des

Kegelschnittes, so geht nach Satz 48 (S. 160) der zur

Richtuug AB konjngierte Dnrchmesser durch die Mitte

von AB und steht auf AB senkrecht, folglich istMB = MA
und alle Punkte des Kegelschnittes haben von M den

gleichen Abstand.

Dagegen kann man bei jedem Kegelschnitt einzelne

Punkte finden, welche sich dadurch auszeichnen, daB die

zu ihnen in bezug auf den Kegelsclmitt gehorigen Strahlen-

involutionen rechtwinkelige sind. Dies sind die ,,Brenn-

punkte&quot; des Kegelschnittes.

Unter den parallelen Durchmessern einer Parabel gibt

es einen T S, der senlo-echt steht auf der Tangente, die

in seinem (eigentlichen) Schnittpunkt T mit der Parabel

konstruiert werden kann (Fig. 66c). Dieser Durchmesser

heU3tdie,JAchse&quot;,derPimktT der,,Scheitel
u derParabel.

Aufgabe 52. Schneidet eine beliebige Gerade eine Hy-

perbel in den Punkten A und B und die Asymptoten

in C und D, so ist CA = BD. Beweis durch An-

wendung des soeben bewiesenen Satzes liber die Tan

gente.
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Aufgabe 53. Ein Kegelschnitt 1st durch fiinf Punkte
odcr fiinf Tangenten gegeben. Seinen Mittelpunkt zu

konstruiercn.

Losung. Man verschaffe sich parallele Tangenten und
damit einen Durchmesser.

Aufgabe 54. Man betraclito die Mac-Laurinsche Kon-

figuration (Fig. 48) fiir den Fall, dafi z die unendlich

feme Grerade ist, nnd leite auf diese Weise den Satz ab :

In irgend einem, einem Kegelschnitt nmschriebenen

Parallelogram in sind die Diagonalen koiijugierte Dui cli-

messor.

11*



VII. Absohnitt

Die Kegel- Bnd Regel-Flaclien 2. Ordnung als

Erzeugnisse projektiyer GrundgeMde.

30. Dber Flachen im allgemeinen.

Regelflachen.

88. Eine Flache (z.
B. eine Ebene, eine Kugel, ein

Kegel) enthalt zweifach unendlich viele (oo
2
) Punkte,

welche durch ein mathematisches Gesetz bestiimnt werden.

In der rechnenden Geometric wird eine Flache definiert

durch eine Gleichung, der die Koordinaten (x, y, z) eines

jeden ihrer Punkte geniigen miissen.

Eine Flache kann insonderheit die Eigenschaft haben,

daB es moglich ist, sie durch Bewegung einer festen Kurve,

die wir uns etwa aus Draht hergestellt denken, zu erzeugen.

Im einfachsten Falle wird diese Kurve eine Grerade seui.

Die Flachen, die auf diese Weise durch Bewegung einer

G-eraden entstehen, heiBen allgemein ,,Regelflachen&quot;.
Sie

enthalten, gemaB ihrer Erzeugung, ein einfach unendliches

System von geraden Linien, die wir die ,,Erzeugenden&quot;

der Flache nennen. Solche ,,geradlinige
u Flachen treten

uns entgegen, sobald wir dieErzeugnisseprojektiver Grund-

gebilde erster Stufe betrachten, die beliebig im Raume

liegen, wie ja z. B. zwei beliebig im Raume gelegene pro-

j
ektivePunktreihennach 5 7 . (S. 1 2) alsErzeugnis ein solches

System von einfach unendlich vielen, im Raume ange-

ordneten Geraden lieferten.
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konnen nun zwei durchaus verschiedene Typen
von Begelflachen unterscheiden jc nach dem Verhalten
imendlich benachbarter Erzeugenden der Flache. Folgende
Falle sind namlich zu trennen:

a) Irgend zwei unendlichbenachbarteErzeugende
der Flache schneiden sich stets. Dann bestinunen die-

selben eine Ebene, und der zwischen
den Erzeugenden gelegene Teil der
Ebene 1st ein Element der Flache.

Es sind also die Elemente der Flache
samtlich eben (Fig. 67). Eine solche

Flache (die auch durch Bewegung
einer Ebene erzeugt werden kann)
heifit eine ,,abwickelbare&quot; (deve-

loppable). Irgend zwei einander nicht
unendlich benachbarte Erzeugende der
Flache brauchen sich natiirlich nicht

Figt 67&amp;lt;

zu schneiden.

Die einfachste abwickelbare Flache ist der ,,Kegel
Cl

Er entsteht, wenn eine Gerade sich irgendwie bewegt,
wahrend einer ihrer Punkte festgehalten wird. Diesei
fbderte Punkt heiBt die

,,Spitze&quot; des Kegels. Liegt die

Spitze im Unendlichen, bewegt sich also eine Gerade nach
irgend einem Gesetze, aber stets parallel zu sich selbst,
so entsteht aus dem Kegel der ,,Zylinder&quot;.

b) Je zwei unendlich benachbarte Gerade der Flachen
schneiden sich nicht. Die einzelnen Elemente der Flache
sind nicht eben, sondern gelo-ummt, da zwei Nachbarge-
rade auf der Flache, so nahe aneinander man sie auch
wahlen mag, sich nicht schneiden, sondern windschief zu-
einander verlaufen. Solche Flachen heiBen ,,windschiefe&quot;

Regelflachen. AVir werden ein Beispiel einer solchen Fla* -1 1 o

weiter unten kennen lernen.



166 VIE. Die Kegel- und Regelflachen 2. Ordnung usw.

Tangentialebene einer Flache.

89. 1st auf einer Flache ein Pimkt P gegeben, so

konnen wir durch P auf der Flache unendlich viele Kurven

zeichnen, etwa die Schnittkurven mit den Ebenen eines

Biischels, dessen Achse durch P geht. Jede dieser Kurven

besitzt in P eine Tangente, und diese Tangente hat mit

der betreffenden Kurve, also auch mit der Flache, zwei

Nachbarpunkte in P gemein, ist also auch eine Tangente

dor Flache. Nun zeigt die Analysis, daB alle diese Tan-

genten in einem Punkte P an eine Flache in einer Ebene

liegen, der Tangentialebene in P an die Flache.

P heiBt der Beriihrungspunkt der Tangentialebene. Jede

(lurch P in dieser Ebene gezogene Gerade hat in P zwei

benachbarte Punkte mit der Flache gemein.

Liegt eine Gerade h ganz auf einer Flache, so geht

also die Tangentialebene in jedem Punkte von h jeden-

faJls durch diese Gerade hindurch.

Liegen auf einer Flache zwei gerade Linien, die sich

sclmeiden, so ist die Tangentialebene in ihrem Schnitt-

punkt bestimmt als die Ebene dieser beiden Geraden,

gleichgultig, ob die beiden Geraden unendlich benachbart

sind oder ob sie einen endlichen &quot;Winkel einschlieBen.

Ist P ein Punkt einer Kegelflache, so geht die Tan

gentialebene in P jedenfalls durch die Erzeugende hin

durch, welche durch P lauft. Dies ist die Yerbindungs-

linie von P mit der Spitze S des Kegels. Durch S gibt es

eine zu dieser Erzeugenden benachbarte Erzeugende und

die durch beide bcstimmte Ebene muB die Tangentialebene

in P sein. Es ist also fiir alle Punkte einer Erzeugenden

einer Kegelflache (und allgemeiner einer abwickelbaren

Flache) die Tangentialebene die gleiche. Folglich beriihrt

die Tangentialebene einer Kegelflache oder abwickelbaren
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Flache Langs einer Erzeugenden die Flache (Beispiel:

der Kreiskegel).

Ordnung und Klasse einer Flache.

90. Unter der Ordirang einer Flache versteht-man

die Anzahl der Schnittpunkte, welche eine beliebige Ge-

rade mit der Flache liefert und zwar ini algebraischen

Shine, also oline Kiicksicht auf die Kealitat (vgl. 58.).

Diese Ordnung gibt dann auch die Maximalzahl der

reellen Schnittpunkte, welche eine Gerade mit der

Flache gemein haben kann.

Hat man eine Kegelflache, z. B. eine von der 2. Ord

nung, so wird sie von irgend einer Geraden in zwei Punkten

geschuitten. Nach diesen zwei Punkten laufen nun zwei

Erzeugende der Kegelflache, namlich die Yerbindungs-
hnien derselben mit der Spitze. Die durch die Gerade

und die Spitze gehende Ebene hat mit der Kegelflache

die genannten beiden Erzeugenden und bloB diese gemein.

Bei einer Kegelflache gibt also die Ordnung auch die Zahl

der Erzeugenden, welche eine behebige, durch die Spitze

gehende Ebene aus dem Kegel ausschneidet.

Der Schnitt irgend einer Ebene mit einer Flache nter

Ordnung ist eine Kurve nter Ordnung, da jede Gerade

in dieser Ebene n Punkte mit der Flache, folglich eben-

so viele mit der Schnittkurve gemein hat.

Unter der Klasse einer Flache verstehen wir die An
zahl der Tangentialebenen, die durch eine behebige Ge
rade an die Flache gelegt werden konnen, auch wieder

im Sinne der Analysis.

Eine Kegelflache, iiberhaupt jede abwickelbare Flache

besitzt nur einfach unendlich viele (oo
1
) Tangentialebenen.

Bei diesen Flachen definiert man die Klasse als die Zahl

ihrer Tangentialebenen, die durch einen beliebigenPunkt

hindurchgehen.
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Beispiel einer windschiefen Regelflache.

91. Gegeben sind drei Gerade h, h1? hg, von denen

keine zwei in einer Ebene liegen. Eine Gerade bewegt
sich so, daB sie bestandig jede dieser dreiGeraden schneidet.

Man beweise:

1) Die bewegte Gerade schneidet auf den drei festen

Geraden projektive Punktreihen aus.

2) Schneidet irgend eine Gerade die bewegte Gerade

in drei ihrer Lagen, so schneidet sie dieselbe in

jeder Lage.

Zunachst ist zu zeigen, wie man sich Gerade ver-

schaffen kann, welche h, hj_
und hg begegnen. Wahlen

Fig. 68.

wir auf h einen Punkt A willkurlich (Fig. 68), so kSnnen

wir durch A und ^ eine Ebene (AhJ, sowie durch A
und hg eine Ebene (Ahg) legen. Diese beiden Ebenen

schneiden sich dann in einer Geraden a, welche hx in A17

sowie hg in A
2 triift, also die verlangte Eigenschaft hat.

Auf diese Weise konnen wir unendlich viele solche Gerade

b, c,d usw. finden, indem wir auf h Punkte B,C,D...
wahlen. Es ist klar, daB irgend zwei solche Gerade, z. B.

a und b, sich nicht schneiden. Dennwenn sie sich schneiden
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wurden, lagen sie in einer Ebene, und in der gleichen

Ebene miifiten auch h, h
t , hg liegen, was gegen unsere

Voraussetzung 1st. Also beschreibt die Gerade eine wind-

schiefe Kegelflache. Es ist aber dann nach Satz 4 (S. 38)

(ABCD) = [(AhOCBhiXChJCDhJI = (A2
B

2
C2D2 )

und

(ABCD) = [(Ah2)(Bh2)(Ch2)ph2)]
= (A^C^),

folglich

(ABCD) = (A^C^) = (A2B2
C2
D

2 )
.

Damit ist der erste Teil unserer Behauptung bewiesen.

Es sei ferner eine Gerade hx gefunden, welche a, b

und c schneidet. Projizieren wir nun die projektiven
Punktreihen A, B, C . . . auf h und A1? B1? C

x
. . . auf

\ je aus hx durch einen Ebenenbiischel, so sind diese

Ebenenbiischel projektiv. Dann sind aber folgende Ebenen

identiseh :

Es fallen also in den projektiven Biischeln drei Ebenen
mit ihren eutsprechenden zusammen, folglich muB iiber-

haupt jede Ebene mit ihrer entsprechenden identisch sein.

Es ist demnach auch (Dhx )
=

(D1
hx ),

d. h. die Gerade d

und iiberhaupt jede solche Gerade schneidet hx .

31. Die Kegelflache 2. Ordnung.

92. Betrachten Avir jetzt zwei projektive Ebenen
biischel mit den Achsen s und s

x ,
die sich in S schneiden

mogen (Fig. 69). Dann liefern je zwci entsprechende
Ebenen euie SchnittKnie, die auch durch S geht. Das

Erzeugnis der projektiven Ebenenbiischel ist demnach eine

e mit der Spitze S. Wir fragen zunachst nach
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der Ordnung derselben. Zahlen wir also ab, in wieviel

Punkten eine beliebige Grerade g dieser Kegelflache be-

gegnet. Zu dem Zwecke werde durcli g irgend eine Ebene

gelegt. Diese wird die projektiven Ebenenbiischel s und Sj

in zwei projektiven Strahlenbiischel S und S
A schneidcn,

Fig. G9.

und die Schnittkurve der Ebene mit der Kegelflache stellt

sich dar als das Erzeugnis dieser projektiven Strahlen-

buschel. Also ist diese Schnittkurve der Ebene mit dem

Kegel ganz allgemein ein Kegelschnitt. Die Gerade g

aber trrfft diesen in zwei Punkten und das sind zugleicli

ihre Schnittpunkte mit der Kegelflache. Es ist mithin

die Kegelflache von der 2. Ordnung. Die analytische
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G-eometrie zeigt iiberdies, daB sich jede Kegelflache
2. Ordnung in dieser Weise durch projektive Ebenen-

biischel erzeugen lafit. Es ist also die hier betrachtete

Kegelflache die allgemeine 2. Ordming. Fiigen wir noch

die Bemerkung hinzu, daB eine Tangentialebene des Kegels
die gewalilte Ebene in einer Linie sclmeidet, welche Tan-

gente des Schnittkegelschnittes in dieser Ebene sein mufi,

so ergibt sich ganz ebenso wie in 59.

Satz 49. ,,Zwei projektive Ebenenbiischel mit sich

schneidenden Achsen s und s
1 erzeugen dnrch die

Schnittlinien entsprechender Ebenen einen allgemeinen

Kegel 2. Ordnung, der auch die Achsen s und s
1 als

Erzeugende enthalt. Die Tangentialebenen langs dieser

beiden Erzeugenden sind die Ebenen, welche der Yer-

bindungsebene (ss1)beziighch entsprechen. DerSchnitt
des Kegels mit einer beliebigen Ebene ist ein Kegel-
schnitt Der Kegel ist auch von der 2. Klasse.&quot;

Da jede Erzeugende des Kegels in ihrer ganzen Aus-

dehnung zu beiden Seiten der Spitze zu nehmen ist, so

besteht der Kegel aus zwei in der Spitze zusammenhangen-
den Manteln. Was den Schnitt des Kegels mit einer Ebene s

betrifft, so ergeben sich die drei moglichen Falle folgender-
maflen: Legen wir durch die Spitze S des Kegels eine

Ebene SQ -ff- ,
so kann e zwei reelle Erzeugende mit

dem Kegel gemeinsam haben. Dann ist der Schnitt von
mit dem Kegel eine Hyperbel, deren Asymptoten-

richtungen durch diese beiden Erzeugenden gegeben
sind. Oder e hat keine reelle Erzeugende mit dem Kegel
gemein, in diesem Falle ist der Schnitt von s mit dem
Kegel eine Ellipse. Wenn endlich den Kegel berfihrt,
so wird man in e als Schnitt eine Parabel erhalten.

Damit ist die Bezeiclmung dieser Kurven als ,,Kegel-
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schnitte&quot; gerechtfertigt Sie stammt schon von den
Griechen her*).

93. Legt man von einem Punkte S im Ranme die

projizierenden Strahlen nach den Punkten eines Kreises,
so erhalt man eine KegeLQache. Wahlt man zwei ihrer

Erzeugenden aus, so kann man mit diesen als Achsen die

KegelfJache durch projektive Ebenenbiischel erzeugen,

ausgehend von der Erzeugimg des Kreises durch projek
tive StrahlenMschel. Die Kegelfache ist also von der

2. Ordnung sie ist, wie man zeigen kann, identisch

mit der allgemeinen Kegelflache 2. Ordnung und wird

also von einer beliebigen Ebene in einem Kegelschnitt

geschnitten. Dies liefert den

Satz 50. ,,Projiziert man einen Kreis aus irgend einem

Punkte auf eine Ebene, so ist die Projektion ein

Kegelschnitt.&quot;

Wird der Punkt S speziell auf der Senkrechten an-

genommen, die man im Mittelpunkte M des Kreises auf

der Ebene desselben errichten kann, so erhalt man einen

speziellen Kegel 2. Ordnung, der auch erzeugt werden
kann durch Drehung eines rechtwinkeligen Dreieckes urn

die Kathete SM. Dieser Kegel heiJSt ,,gerader Kreis-

kegel&quot;,,,Umdrehungskegel&quot;,,,Rotationskegel&quot;. Der

Schnitt desselben mit einer beliebigen Ebene ist aber

auch wieder ein Kegelschnitt.
Nimmt man die Achsen s und sx der projektiven

Ebenenbiischel parallel an, so riickt die Spitze S des

Kegels ins Unendliche und man erhalt als Erzeugnis
einen ,,Zylinder 2. Ordnung&quot;. Derselbe kann drei ver-

schiedene Formen annehmen, je nachclem die unendlich

feme Ebene zwei reelle oder zwei zusammenfallende

ApoUonius von Pergae: ^Conica&quot; (250 v. Chr.).
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oder zwei imaginare Gerade aus dem Zylinder ausschneidet.
Es gibt deswegen einen hyperbolischen (Fig. 70a),

einenparabolischen (Fig. 70 b) und einen elliptischen
(Fig. 70c) Zylinder 2. Ordnung. Man kann zeigen, dafi

der letztere auch erhalten wird, wenn man durch die

Punkte eines Erases in beliebiger Richtung unter sich

parallele Gerade legt.

Fig. 70 a. Fig. 70 b. Fig. 70 c.

Steht endlich die Richtung dieser parallelen Geraden
auf der Ebene des Kreises senkrecht, so geht der elliptische

Zylinder in den
5,Umdrehungs&quot;-, ,,Rotations

u - oder

,,Kreis&quot;-Zylinder tiber.

32. Die geradlinige Flache 2. Ordnung.

94. Betrachten wir jetzt zwei projektive Ebenen-
biischel in allgemeiner Lage, deren Achsen s und st sich

also nicht schneiden. Je zwei entsprechende Ebenen der

Biischel, wie etwa a und al7 werden sich in einer Ge-
raden h schneiden, die sowohl s in P als s

x in Px treffen

mu6 (Fig. 71). Wir erhalten auf diese &quot;Weise unendlich
viele Gerade h, hjL, hg usw., die offenbar euie windschiefe

RegeLflache bilden (Beweis dafur wie in 91.). Wir nennen



174 VII. Die Kegel- und Regelflachen 2. Ordnung- usw.

das System dieser Geraden auch eine ,,Regelschar
u und

bezeichnen es kurz mit [h]. Die dadurch gegebene Regel-
flache 1st von der 2. Ordnimg. Denn schneiden wir sie

mit irgend einer Ebene, so werden dieprojektivenEbenen-
biischel s und s in projektiven Strahlenbiischeln S und
S

t getroffen, deren Erzeugnis den Schnitt mit der Ebene
liefert. Es schneidet also die beliebige Ebene die Regel-
fliiche nach einem Kegelsclmitt, mitliin ist die Flache von

Fig. 71.

der 2. Ordnung. Die Rechnung zeigt wieder, daB die

allgemeine Flache 2. Ordnung, wie sie durch eine be

liebige Gleichung 2. Grades gegeben wird, in dieser Weise

erzeugt werden kann. Diese geradlinige Flache 2. Ordnung
heiBt auch ,,einschaliges Hyperboloid&quot;.

Es ergibt sich sofort auch eine zweite Erzcugung
unserer Flache. Trifft die Erzeugende h

4
in Q und Q1?

ferner hg in R und R
x

die Achsen s und s
t us\v., so ist

die Reihe der Punkte P
x , Q . . perspektiv zu den

Ebenen &amp;lt;x

, ft, y des Biischels s
,
duroh die sie ausgesclmitten

x , i ,
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wird. Ebcnso 1st die Punktreihe P, Q, R . . . auf s zum
Ebenenbuschel a1? fa, y^ . . . perspektiv. Da aber die

beiden Ebenenbiischel projektiv, so ist auch die Punkt

reihe P, Q, K . . . projektiv zur Punktreihe Pj , Ql ,
R

t
...

DieRegelschar [h] kann also auch dadurcli erhalten werden,
daB man in zwei projektiven Punktrcihen im Raume ent-

sprechende Punkte durch Gerade verbindet.

Daraus folgt aber noch eine weitere merkwiirdige

Eigenschaft. Ist namlich s
2 irgend eine Gerade, welche

die drei Geraden h, h1? h
2 schneidet, so sind alle Voraus-

setzungen erfiillt, um den in 91., 2) ausgesprochenen Satz

anwenden zu konnen. Demnach muB s2 jede Gerade h
der Regelschar [h] sclmeiden und jede Gerade, welche h,
hl5 h2 trifft, hat diese Eigenschaft. Alle diese Geraden

bilden aber wieder eine Regelschar [s] ,
die auch von der

2. Ordnung, und alleErzeugende dieser zweiten Regel
schar miissen ebenfalls auf unserer Flache 2. Ordnung
gelegen sein, da durch jeden Punkt einer Geraden von

[s] ja eine Gerade von [h] geht. Die Achsen s und s
t

gehoren auch zu dieser Regelschar [s]. Wir haben

folglich:

Satz 51. ,,Das Erzeugnis zweier projektiver Ebenen
biischel in allgemeiner Lage ist eine Regelschar [h]

oder eine geradlinige Flache 2. Ordnung. Dieselbe

Flache kann auch dadurch erzeugt werden, daB man
in zwei projektiven Punktreihen im Raume ent-

sprechende Piuikte durch Gerade verbindet. Auf der

Flache liegt noch eine zweite Regelschar [s]. Alle

Geraden h sind untereinander windschief, ebenso alle

Geraden s, aber jede Gerade h schneidet jede
Gerade s. Irgend zwei Gerade einer Regelschar
werden von den Geraden der anderen Schar in

projektiven Punktreihen geschnitten.&quot;
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Die Flache ist dieselbe wie die in 91. erwahnte, und
sie lafit sich in doppelter &quot;Weise durch Bewegung einer

Geraden erzeugen. Denn greift man irgend drei Gerade

der einen Regelschar heraus und laJBt eine Gerade sich

so bewegen, da6 sie stets diese drei Geraden schneidet,

so beschreibt die bewegte Gerade die and ere Regelschar.
Hat man iiberhaupt zwei Systeme [hj und

[s] yon un-

endlich vielen Geraden derart, daB alle Geraden eines

Systems untereinander windschief shid, wahrend jede
Gerade des einen Systems jede des anderen schneidet,

so bilden dieselben die beiden Regelscharen einer solchen

geradlinigen Flache 2. Ordnung (Monge 1795).
95. Legt man durch eine Gerade hx der Regelschar

[h] irgend eine Ebene, so wird diese noch eine Gerade

aus der Flache ausschneiden, da die Schnittkurve im

ganzen von der 2. Ordnung sein nmB. Diese Gerade

kann dann, da sie hx schneidet, nur der Regelschar [s]

angehoren und heifie sx . Fiir den Schnittpunkt von hx
und sx ist die Ebene also (89.) die Tangentialebene. Es

muB folglich jede Ebene, die durch eine Gerade der

Flache 2. Ordnung hindurchgeht, eine Tangentialebene
der Flache sein. In jedem Punkte der Flache wird die

Tangentialebene bestimmt als die Ebene der beiden durch

diesen Punkt gehenden Erzeugenden.
Die verschiedenen Typen der geradlinigen Flache

2. Ordnung erhalten wir, \venn wir uns die Flache durch

projektive Punktreihen s und Si erzeugt denken. Es sind

dann folgende zwei Falle moglich:

a) Die unendlich fernen Punkte von s und BJ ent-

sprechen einander nicht in der projektiven Beziehung

dieser beiden Punktreihen. Es entspricht also z. B. dem

unendlich fernen Punkt von s ein bestimmter endlicher

Punkt auf . Die Parallele durch diesen Punkt zu s ist
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eine Erzeugenclo hs der Regelschar [h]. In gleicher
Weise gibt es zu jeder Erzeugenden eine parallele Er-
zeugende der anderen Schar. Die dadiirch erzeugte
Flache lag unseren bisherigen Betrachtungen zugrunde
und wir nannten sie bereits das einschalige Hyperboloid
(Fig. 72). Die unendlich ferae Ebene sclmeidet die Flache
in einem Kegelsclinitt

Fig. 72.

b) Tntt der speziellere Fall ein, daB die unendlich
lernen Piinkte von s und BI einander entsprechen
so smd diese Punktreihen ahnlich. Die Yerbindun-s-
lime dieser beiden unendlich fernen Punkte ist eine ga^izim Unendlichen gelegene Gerade h^, die bestimmt ist
durch die Stellung der Ebene, welche parallel zu s und s,
lauft. AHe Geraden der Eegelschar [s] miissen aber h^

iiden, also sind sie aUe parallel zu dieser Ebene.
Doehlemann Projektive Geometrie. 12
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Die unendlich feme Ebene enthalt nun von unserer

Flache die Gerade h^,, sie muB mithin noch eine Ge-

rade Soo der anderen Schar enthalten. Alle Geraden h

imissen s^ schneiden, also sind auch alle Geraden der

Regelschar pi] parallel einer bestimmten Ebene. Die

dadurch entstehende Flache heiBt ,,windschiefes&quot;
oder

,,hyperbolisches Paraboloid&quot; (Fig. 73). Die Geraden einer

jeden der beiden Regelscharen auf der Flache sind je

parallel einer Ebene. Diese beiden Ebenen heiBen die

,,Leitebenen&quot;. Die Flache beriihrt die unendlich feme

Ebene.

Fig. 73.

Man erhalt die Flache auch, wenn man eine Gerade

sich so bewegen lafit, daB sie bestandig zwei feste Gerade

schneidet und dabei parallel bleibt zu einer gegebenen

festen Ebene.

Eine einfache Erzeugung dieser Flache besteht darin,

daB man (Fig. 73) in einem Tetraeder zwei Paare von

Gegenkanten (AB und CD, BC und AD) in gleichviel

Teile teilt und entsprechende Teilpunkte verbindet.

DaB diese beiden Systome von Geraden der gleichen

Flache angehoren, folgt leicht aus den abgeleiteten Satzen.

Wahlt man ferner eine Ebene, welche zu AB und CD
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parallel 1st, so gibt sic die Stellung cler einen Leitebene,
wahrend die andere Leitebene zu den Gregenkanten BC
iind AD parallel lanft. Schneiden sich zwei Ebenen
dieser beiden Ebenenbiischel in einer Greraden g und
nehmen wir eine Tafel senkrecht zu g, urn. in diese das

Tetracder und die Greraden der Flache orthogonal zu

projizieren, so erhalten wir als Bild das Parallelogramm

AI^I ^D! (Fig. 74) sowie die Parallelen zu den Seiten.

Der Schnittpunkt m1
der Diagonalen ist die Projektion

der Linie m, welche die Mitten des letzten Paares von

Gegenkanten AC und BD des Tetraeders verbindet. Die
beiden Leitebenen sind also auch zu m parallel.
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Metrische Geometrie 10.

MittelpunkteinesKegelschnittesloS.
Mittelpunkt einer Punktinvolution

89.

Mittelpunkt ein. Strahlenbiindels 6.

Strahlenbiischels 6.

&amp;gt; cbenecken eines Vierecks 48.

Nebenseiten eines Vierseits 51.

Ordnung einer Flache 167.

Kurve 103.

Parabel 138.

Parabolische Involution 87.

Paraboloid, hyperbolisches 178.

Parameter eines Punktes 29.

Strahles 27.

Pascalsche Linie 114.

Pascalscher Satz 114.

Perspektive Beziehung der Grund-
gebilde 24.

Perspektive Punktreihen 22.

Strahlenblischel 23.

Perspektivitiitsachse 63.

Perspektivitiitszentrum 62.

Pol einer Geraden 152.

Polardreieck 154.

Polare eines Punktes 150.

Projektive Grundgebilde 57.

Punktreihen 57.

Strahlcnbiischel 58.

ProjektivitiLt 57.

Proii/.ierens. die Operation des 9.

rwiktfeld 7.

Punktre ihe 5, 6.

Recbtwinkelinvolution 93.

Regelflache, allgemeine 164.

2. Ordnung 173.

Regelschar 173.

Reziproke Figuren 13, 157.

Reziprozitat, Geselz der 13, 157.

Rotationskegel 172.

Rotationszylinder 173.

Schneidens, Operation des 8.

Sinn in einer Punktreihe 20.

Sinn in einem Strahlenbiischel 26.
Steinersche Konstruktion 77.

Strahl 5.

Strahlenbundel 6.

Strahlenbiischel 6.

Strahlenfeld 9.

Strecke zwischen zwei Punkten 29.

System, ebenes 7.

Tangente einer Kurve 104.

Tangentialebene einer Flache 166

Trager eines Ebenenbuschels 6.

Trager einer Punktreihe 6.

Transversalen beim Dreieck 99.

Trennungspunkt 29.

Trennungsstrahl 26.

Urndrehungskegel 172.

Umdrehungs/ylinder 173.

Umhullende Kurve 104.

Uneigentliche Elemente 17.

Uneigentliche, uueiidlich feme
Ebene 20.

Uneigentliche, unendlich feme Ge
rade 19.

Uneigentlicher. unendlich ferner
Punkt 17.

Ungleichsinnige Punktreihen 72.

StraLlenbuschel72.

Viereck, das vollstandige 47.

V
r
ierseit, das vollstandige 51.

Winkel zweier Strahlen 25.

Wurf von vier Elementen 54.

/entrum der Perspektivitat 62.

Zylinder,elliptischer,parabolischer,
hyperbolischer 17-S.

Zylinderflache, allgemeine 165.

2. Ordnung 172.
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Sammlung Schubert
Sammlung mathematischer Lehrbticher,

die, auf wissenschaftlicher Grundlage beruhend,
den Bediirfnissen des Praktikers Rechnung

tragen und zugleich durch eine leicht-

faSliche Darstellung des Stoffs

auch fiir den Nichtfach-
mann verstand-

lich sind.

Verzeichnis der bis jetzt erschienenen Bande:

1 Elementare Arithmetlk und Algebra
von Prof. Dr. Hermann Schubert
in Hamburg. 2. Auflage. Geb.
M. 2.80.

2 Elementare Planlmetriev.Professor
W. PfliegerinMUnsteri.E. Geb.
M. 4.80.

3 Ebene und spharische Trigono
metric von Dr. F. Bohnert in

Hamburg. 2. Aufl. Geb. M. 2..
4 Elementare Stereometric von Dr. F.

Bohnert in Hamburg. 2. Auflage.
Geb. M. 2.40.

5 NIedere Analysis I. Tell: Kombina-

torlk.Wahrscheinlichkeltsrechnung,
Kettenhruche und diophantlsche
Glelchungen von Professor Dr.
Hermann Schubert in Hamburg.
2. Auflage. Geb. M. 3.60.

6 Algebra mlt ElnschluH der elemen-
taren Zahlentheorie von Dr. Otto
Pund in Altona. Geb. M. 4.40.

7 Ebene Geometric der Lage von
Prof. Dr. Rud. B5ger in Ham
burg. Geb. M. 5..

8 Analytische Geometrie der Ebene
von Professor Dr. Max Simon
in StraBburg. Geb. M. 6. .

9 Analytische Geometrie des Raumes
I. Tell: Gerade, Ebene, Kugel von
Professor Dr. Max Simon in

StraBburg. Geb. M. 4. .

10 Differential* und Integralrechnung
I. Tell: Dlfferentlalrechnung von
Prof. Dr. W.Frz. Meyer in Konigs
berg. Geb. M. 9..

11 Differential- und Integralrechnung
Il.Teil: Integralrechnung von Prof.

Dr. W. Franz Meyer in Konigs-
berg. Geb. M. 10. .

12 Darstellende Geometrie I. Tell: Ele-

mente der darstellenden Geome
trie von Dr. John Schroder in

Hamburg. Geb. M. 5..



Sammlung Schubert
13 Differentialglelchungen von Prof.

Dr. L. Schlesinger in Frankfurt
a. M. 2. Auflage. Geb. M. 8..

14 Praxis derGleichungenv. Professor
Dr. C. Runge in Hannover. Geb.
M. 5.20.

15 Elnleitung in die Astronomic von
Dr. A. von Flotow in Potsdam.
Mit 1 Tafel. Geb. M. 7..

18 Geschichte der Mathematik I. Teil

von Professor Dr. S. Glinther in

MUnchen. Geb. M. 9.60.

19 Wahrscheinlichkeits- und Aus-

glelchungs r echnung von Dr. Nor-
bert Herz in Wien. Geb. M.S. .

20 Versicherungsmathematik v. Dr.W.
GroBmann in Wien. Geb. M.5. .

23 Geodasle von Prof. Dr. A. Galle
in Potsdam. Geb. M. 8..

25 Analytlsche Geometric des Raumes
II. Teil: Die Flachen zweiten
Grades von Professor Dr. Max
Simon in StraBburg. Geb. M. 4.40.

27 Geometrlsche Transformationen
I. Teil: Die proiektiven Trans
formationen nebst Ihren Anwen-

dungen von Prof. Dr. Karl Doehle-
mann in Mlinchen. Geb. M. 10. .

28 Geometrlsche Transformationen
II. Tell: Die quadratischen und
hoheren, birationalen Punkttrans-
formationen von Professor Dr.
Karl Doehlemann in MUnchen.
Geb. M. 10..

29 Allgemeine Theorie der Raum-
kurven und Flachen I. Teil von
Rektor Dr. Viktor Kommerell in

Ntirtingen und Professor Dr. Karl
Kommerell in Stuttgart. 2. Aufl.
Geb. M. 4.80.

30 ElllptlscheFunktionen I. Tell: Theorie
der elllptlschen Funktlonen aus

analytischen Ausdriicken entwickelt
von Prof. Dr. Karl Boehm in

Heidelberg. Geb. M. 8.60.

31 Theorie der algebraischen Funk
tlonen und ihrer Integrate von
Oberlehrer E. Landfriedt in

StraBburg. Geb. M. 8.50.

32 Theorie und Praxis der Reihen
von Prof. Dr. C. Runge in Han
nover. Geb. M. 7..

33 Allgemeine Formen- u. Invarianten-
theorie I. Tell: Binare Formen von
Professor Dr.W. Franz Meyer in

Konigsberg. Geb. M. 9.60.

34 Llnlengeometrle mit Anwendungen
I. Tell von Professor Dr. Konrad
Zindler in Innsbruck. Geb. M.
12..

35 Mehrdlmenslonale Geometric I. Tell:

Die llnearen Raume v. Prof. Dr.
P. H. Schoute. Groningen. Geb.
M. 10..

36 Mehrdimenslonale Geometric II.

Tell: Die Polytope von Prof. Dr.
P. H. Schoute, Groningen. Geb.
M. 10.-.

37 LehrbuchderMechanlkl: Kinematlk
von Prof. Dr. Karl Heun in Karls
ruhe. Geb. M. 8..

38 AngewandtePotentlaltheorle in eie-

mentarer Behandlung I. Tell von
Prof. E. Grimsehl, Hamburg. Geb.
M. 6..

39 Thermodynamlk I. Teil von Prof.
Dr. W. Voigt, GSttingen. Geb.
M. 10.-.

40 Mathematische Optlk von Prof.
Dr. J. Classen in Hamburg. Geb.
M. 6.-.

41 Theorie der Elektrizitat und des

Magnetlsrrus I. Tell: Elektrostatik
und Elektroklnetlk von Prof. Dr.

J. Classen in Hamburg. Geb.
M.5.-.



Sammlung Schubert
42 Theorle der Elektrlzitat u.d.Magne-

tismus II. Tell: Magnetismus und

Elektromagnetlsmus von Professor I

Dr. I. Classen in Hamburg. Geb.
M. 7.-.

43 Theorle der ebenen algebraischen
Kurven hoh. Ordnung von Prof. Dr.
Heinrich Wieleitner in Pirmasens.
Geb. M. 10..

44 Allgemelne Theorie der Raum-
kurven und Flachen II. Tell von
Rektor Dr. Viktor Kommerell in

Niirtingen und Professor Dr. Karl
Kommerell in Stuttgart. 2. Aufl.

Geb. M. 5.80.

45 Niedere Analysis II. Tell: Funk-

tionen, Potenzreihen, Gleichungen
von Prof. Dr. Hermann Schubert
in Hamburg. 2. Auflage. Geb.
M. 3.80.

46 Thetafunktionen u. hyperelliptische
Funktionen von Oberlehrer E.

Landfriedt in StraBburg. Geb.
M. 4.50.

48 Thermodynamik II. Teil v. Professor
Dr. W. Voigt, Gottingen. Geb.
M. 10.-.

49 Nicht-Euklidische Geometric von
Prof. Dr. H. Liebmann, Miinchen.
Geb. M. 6.50.

50 Gewohnliche Dlfferentlalglelchun-

gen bellebiger Ordnung von Dr. J.

Horn, Professor an der Berg-
akademie zu Clausthal. Geb.
M. 10.-.

51 Linlengeometrie mit Anwendungen
II. Tell von Professor Dr. Kon-
rad Zindler in Innsbruck. Geb.
M. 8.-.

52 Theorie der geometrischen Kon-
struktionen von Prof. Aug. Adler
inWien. Geb. M. 9. .

53 Grundlehren der neueren Zahlen-
theorie von Prof. Dr. Paul Bach-
mann in Weimar. Geb. M. 6.50.

54 Analytische Geometric auf der Kugel
von Studienrat Professor Dr.
Rich. Heger in Dresden. Geb.
M. 4.40.

55 Gruppen- und Substitutionentheorie
von Professor Dr. Eugen Netto in

GieGen. Geb. M. 5.20.

56 Spezielle ebene Kurven von Prof.

Dr. Heinrich Wieleitner in Pirma
sens. Geb. M. 12..

57 Komplex-Symbolik v. k. k. Leutnant
Roland Weitzenbock in Linz a.D.
Geb. M. 4.80.

58 Theorle des Potentials u. der Kugel-
funktlonen I. Teil von Professor
Dr. A. Wangerin, Halle a. S. Geb.
M. 6.60.

60 Einfiihrung in die Theorie der par-
tlellen Differentialgleichungen von
Dr. J. Horn ,

Prof, an der Tech-
nischen Hochschule in Darmstadt.
Geb. M. 10..

61 Elllptlsche Funktionen II. Tell:

Theorie der elliptischen Integrale;

Umkehrproblem von Professor Dr.

Karl Boehm in Heidelberg. Geb.
M. 5..

62 Spezielle Flachen und Theorie der

Strahlensysteme von Rektor Dr.

Viktor Kommerell in NUrtingen
und Professor Dr. Karl Kommerell
in Stuttgart. Geb. M. 4.80.

63 Geschichte der Mathematik. II. Teil:

Von Cartesius bis zur Wende des
18. Jahrhund. 1. Halfte: Arith-

metik, Algebra, Analysis von Pro
fessor Dr. H. Wieleitner in Pir

masens. Geb. M. 6.50.
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mafdjtnen. mi 27 &amp;lt;Hbb. 3lr. 224.-- 11: as, TOaffer- u. S&nb-fitaft-
tWnlagen. Sflil 31 SIbbtlb. 91r. 225.-- Ill: (Iehfromoforen. Sefriebs-

boftenfabellen. rapt), arffell. 2Bahl
b. Sefricbshraft. 9H. 27 &amp;lt;JIbb. 3lr. 474.

3etocgnngsfpielc D. Dr. Q,.

^rofeff.
am fifinigl. aifer

pmn.jufiannoDer. 9R.155lbb. 9]r.96.

Blcidjcrci. 2erfH = 3it&flrie III:

aOafchcrci.
&amp;lt;

Sfcicf)crei, Sfirbcrci
wn6 i^re 55irf5ffoffe D. Dr. Will).

SBaftof, Prcfeljor o. b. qjreufe. 1&amp;gt;6I.

god)fd)ulc fur 3;ejtilinfciiirvie in firefelb.
tBMt 28 ^igurcn. &amp;lt;Kr. 186.

BlufcnpfJonjcn, Sas C5ii!cm fcer,
mif 3IU5fcI)Iuj$ dcr pmnofper-
men Don Dr. &amp;lt;H. qSiiger, fiuffos am
figl. So{anifcf)en arien in Serlin.

Oo^Nm. &amp;lt;JKil 31 giguren. 5lr. 393.

Don Dr.
&amp;lt;p. 33a0cler in

5nigsberg !. ^Jr. &amp;lt;Hr. 455.
&amp;lt;

Brandenburgifd)3&amp;lt;preufiifd)e c

fcf)id)!e Don qjrof. Dr. OH. 2t&amp;gt;amm.

Sir. bes ^aifer 2Bi[t)elms&amp;gt;i)mnafiums

in ffionfabaiir. Sir. 600.

BraffUcn. Uast&cshunOc 6cr 31c-

pnblih Sraftlicn oon 23cl ^obo!-

pl)o Don Goring, mi 12 Slbbi!-

bungen uno eincr ftarte. 91r. 373.

Brattcrciujcfcn I: SliUjcrci DOD
Dr. ^aul Sreocrtjoff, Sirehtor tcr

Srauer- u. SHWUcr^trfe 311 rimma.
3Rit 16 SIbbilbungen. &amp;lt;Rr. 303.

Rrififch 2lor6omcriha. Qondes&amp;gt;

hunoe oon!BrUifcI}=3tcrdameriha
Don ^rof. Dr. 2J. Oppel in S3rcmen.
9Kii 13 Slbbilb. u. 1 fiarle. 3lr. 284.

Btirhfii^rung in einfad)cn ttnd dop
pelfen &quot;Poffen oon ^rof. Rob. 6fern,
Obcrl. bcr Offenfl. .ftaiibdsleljranff. u.

03. b. 55anbelsl)od)fd)ule 3. Ceipsiq.
mi oielen gornntlaren. 3lr. 115.

!Bud&^a Don JJrofeffor Dr. Sbmunb
ioarbp. ?Ir. 174.

SSurgenftunde, Slbrife icr, oon 55of-

rat Dr. Otto piper in 9!ttind)en.

mi 30 Slbbilbungen. Sir. 119.

!Burger(ichcs (Scjcftbuch fiebe: ^Hetbt

bes 2303.

S93anffnifd)cs iRcirf). efc^tc^fe
des btuanfinifcfyen Seiches oon
Dr. ft. Sotb in fiempten. Sir. 190.

Gfjcmic, 2U[gcmcine un6 p^nfifto*

Itjrljc,
oon Dr. 9Kaj Tiubolpb,!, &quot;Pro-

feffor an bcr 2ed)nifd)en fiod)fd)ule in

Sannffabf. 3Hit 22 gtgurcn. Sir. 71.

SInalqfifcfye, Don Dr. 3ob,anne&

&amp;gt;oppe
in 53iiind)en. I : b,eorte unb

Gang bcr Wnaiple. Sir. 247.

II: fReahfion ber 3Kefalloibc unt
SHclalle. Sir. 248.

5!norgani|(f/e, oon Dr. 3of. Jlle;n

in TJlannbeim. Sir. 37.

efc!)id)fc &sr, Don Dr. fiugo
Setter, Slffiffcnf am d)emifd)en Dctbo-

raforium ber .fioniglidjen 2ed)nijd)en
fiod)fd)ule Siuffgart. I : Bon ben

cilleften &\ien bis 3t:r Berbrennungs-
{[jeorie con Caooificr. Sir. 264.

II: 03 CHI Oaooifier bis 3ur egcn-
swart. Sir. 265.



Cbemic 5. &
D. Or fiugo 33auer, 9ljfiftent cint d)em.
Caboratorium ber S\Q\. ed)n. 6oa&amp;gt;

kbule Gftilfgart. I. II: 9Wpbatifd)e
JJerbinbungen. 2 2eile. 9k. 191. 192.-- Ill: ftarbocghlifdje Q3erbinbungen.
9k. 193.

IV:
&amp;gt;eferoct)hlifd)e SJerbinbungen.

9k. 194.

- Organise, con Dr. 3of. ftlein in

9Uannbeim. 9k. 38.

r. . 9Rannbelra in Sonn. 3 Sanb-
d)en. 9k. 543/44 u. 588.

^Iji^iologifcljc, oon Dr. med.
91. Cegabn in Serlin. 1 : 9Iffimilafion.
9Hit 2 Safeln. 9k. 240.

- II : 3&amp;gt;iffimilaHon. 9Zt. 1 5af.91r.241.

50i&ologtfcf&amp;gt;e, con &amp;lt;priDafbo3cnt

Dr. (. 93tannl)etm iu 23onn. 93W
6 SIbbilbungen. 9k. 465.

CI)cnu jdje Cindujf ric, 21 jorfianif cl)c,

DoivDr. uft. Tiaufer i. (l)arloitenburg.
I: 2)ie Ceblancfobainbuffric unb ibre

&amp;lt;neben3U)eige. 92Ht 12 Saf. 3Jr. 205.-- II: 6alincntDefcn, fialifalse, 2)fln-

gerinbuffric unb Q3enanblc5. fflit

6 Safeln. 9Jr. 206.-- Ill: 2lnorganifd)c cl)emifd)c &quot;Prfl.

parate. Sllit 6 Safeln. 9k. 207.

oon Dr. uft. tauter in Gbarlotten

burg. Sir. 113.

Gf)cmifcl) = Scrf)iUfd)C 5inalt)fc Don
Dr. . Cunge , ^rofefjor an ber Sib-

genfiffifdjcn Polpfedinifctjen 6cl)ule in

3flrid). mi 16 Slbbilb. Tlr. 195.

&amp;lt;f}rifIUd)enQiterafurendesOrients,
Sie, con Dr. Simon 23aiim|tnrh.
I : fiinleitung.

- S)as d)riitlid)=Qramd-

ifdie u. b. hoptifdic 6d)riftrnm. 9ir. 527.
II : 2)asd)iiftl.arob. u. bas atbiop.

6$rifttum. Sao djriftl. 6cl)rifllum b.

9lrmenicr unb corgter. 9Jr. 528.

bud) mil 23eifpie!cn fiir ba5 Gelbff-

ftubium unb ben prahfifdjen ebraud)
Don Oberingenieur gmbjid) 5?arth

in 9Iiirnberg. I: fteffeltofteme unb

geuenmgen. QTiif 43 giguren. 97r. 9.-- II: Q3au unb Setrieb ber 5)ampf.
feeflel. 9Kil 57 Siguren. 9lr. 521.

$ampfmafcfyinen, ic. fiurjgefafttes
Cebrbud) mil S3eifpielen fiir bas 6elbft.
ftubium unb ben prahtifdjen ebraud)
Don griebrid) 5Jartb, Oberingenieur
tn 91urnberg. 2 Sbd)n. 1 : 3Bfirme.

tl)eoreti)d)c unb bampfled)nifd)e fflrunb-

lagen. 931it 64 giguren. 9lr. 8.-- II : &quot;Ban unb 23etrieb ber 2)ampf-
mafd)inen. mi 109 gig. 9k. 572.

, SMe, il&amp;gt;re QBirhungs
toeife unb fionffruhfion oon Gngenieur
fterni. 9Bilba, JJrof. a. ftaatl. Jectjni-
humi.Sremen. 91iif 1049Ibb. 97r.274.

non Dr. 9H. CTbriffian,

(Stabsarjt a. 2). in 53erlin. 9Kit 18 9Ib-

bilbungen. 91r. 546... p. 33. gifdjer, Oberl.a.
b. Oberrealfct). 3. rofe-Cldjierf. 9Jr.402.

citffcf)e SKlcrliimer Don Dr. granj
gubfe, Sirehtor 6. ftabt. SKufcums in

Sraunfdjroeig. 9Kit 70 91bb. 9k. 124.

nad) feiner gefd)id)tlid)en(ntu&amp;gt;tch-

lung u. in feiner gegeniBcirt. effalto.fi.

6ier*5, T^ecifor getuerbl. gortbilbungs-
fd)ulen in 6d)!e5iig. 91r. 392.

Sculfr jco Jvrcinitybi tcrbucl) Don Dr.

Tiubolf fileinpaul in Ceipjig. 9Jr.273.

3)cuffchc (Bcfcf)icf)Ic oon Dr. g. fiurse,

5Jrof. a. S(Ql. Cuifengnmnaf. i. Serlin.
I: atttflctolfev (bis 1519). 97r.33.-- II : Ocilalfcr 6cr -Heformalion
u6 ber 2lclipiouohriegc (1517
bis 1648). 9k. 34.
- Ill: &amp;lt;8om 28e?ffaUfd)en

^licdc-t bis ,^ur ^liifiojung
fces alien 2lct^s (1648-1808).
97r. 35.--

ficbe fludi: Quellenhunbe.

Qeuffcfye ratntno!ih unb hnne e-

fd)id)te ber bcutfd^en 6prad)e oon odjulr.

^rof. D r. O. Cijon in 2)re5ben. 9]r. 20.

eu!fd)e 5Sau5c(5horrefponi)cn3 oon

Profeffor Zt&amp;gt;.
be 2Seaii{, Officier be

rSnftruction publtque. 91r. 182.

2)cuIfc^C5 55on5clsrc^l oon Dr. Sari

Cetjinnnn, ^rof. an ber Unioevfitat

ottingen. 2 Sbc. 91r. 457 u. 458.

Sculjrhc JSeldcnfage, 3&amp;gt;ie,
oon Dr.

Otto Cuitpolb Siricjeh, Proief or an

ter llniDerfildt QBurjburg. 9Jr. 32.

iDeuIfcfjcs iloIOHialrcrl)! Don Dr. ft.

Sbler Don Hoffmann, ^Jrofefjor an

ber figl. 9lhabemie ^ofen. 9lr. 318.



Seuifcfye tfolonien. I: Sogo un5
iionicritn con ^rof. Dr. S\. S)ooe.

Q2JU 163!af.u. 1 lllbogr. fiarfe. flr.441.
- II: Sas eudfeegeiJtef und 3uau=-

Ifd)OU oon
&amp;lt;prof.

Dr. ft. Sooe. 2IW

162afeln u. 1 lifljogr. fiarte. 91r.520.
- Ill: Oflofriha oon

&amp;lt;rof.
Dr. ft.

2)oce. 9KU 16 Safeln unb 1 lifbogr.

ftarfe. 3lr. 567.

3&amp;gt;cu!fcljc 5u:i;:ir&amp;lt;icfdjk[)tc oon Dr.

&amp;lt;Heinb. unfber. Sir. 56.

Seulf cl)co Geben tin 12. u. 13. Gabr=
hunderf. ^ealhommenfar ju ben

xtollts* u. fiunfiepen u. jum Qfttnnefang.
Q3on ^rof. Dr. 3ul. Sieffenbacber in

greiburg i. 33. I : Ojfenflidjes Ceben.

Slit jabtreicben Slbbtlbitngen. 9?r. 93.
--- II: &quot;prtDatleben. W\l jablreidjen

Stbbtlbungen. 37r. 328.

Cifcralur (&amp;gt;cs 13. Gcl&amp;gt;r=

hunderfs. 2)ie Gyigonen oes
fyb Hfti)ett @pos. SIUstDa^ a. beut-

fd)en Sid)tungen bes 13. Sa^r^unberts
oon Dr. Q3ihtor Sunh , Slhtuartus ber

fiaifcrlidjen 5Ihabcmic ber 3Biffen

Waflcn in OTicn. r. 289.

14. 11. 15.

coa^lt unb erlaiitert Don Dr. Hermann
San^en, 3)irehtor ber ftSntgin Cutfe-

6d)ule in ftonigsberg i. qjr. 9lr. 181.

16. Gaf)r[)iuiDcilG. I: !Q}ar!in

l?utl)cr und SOom. Sllurncr.

OUi5gcaid!)U unb mil C^tnleitungen unb

Slnmerhungen oerfeb,en Don

23erlil, Oberletjrer am
nafiinn ju Ceipjig. Qlr. 7.

- II:

erlauferf D. ^rof. Dr. 3. 6al&amp;gt;r. !Hr.24.

III: 33on Q3raul bis 2loHen=
hogen: 23ranf, JSuftcn^ gifci)arf,

fotoic Stcrcpos und Sai&amp;gt;cl. 2lus-

getDdb,lt unb erlauferf Don Profeffoi
Dr. 3uliu5 Sabr. &amp;lt;3]r. 36.- des 17. und 18. GaOr^undcrls bis

Silopff ocls. 1 : 2t)rih uon i
&amp;gt;r.

&quot;^aitl

Cegbanb in Serlin. Qlr. 364.-- II: Profa oon Dr. 5ans Cegbanb
in fiaffcl. Sir. 365.

2-cuiifi}c Qifcralurgcf^id^le con
Dr. 53]aj ftcd), Profefjor an ber

UntDerfifiif Sreelau. &amp;lt;Hr. 31.-- dcr Ji(affihci\)cU Don Carl SBeiU

bred)f, burd)gefeb.en unb erganjt oon
S\arl Serger. Qir. 161.

3&amp;gt;cu!jcf)e Cileraiurgefc^id)fe des
des 19. Oa^^undcris Don (Tar!

5Beitbred)t, neu bearbeitef Don Dr.

??id). JBettbrecb.f in 28impfen. I. II.

21r. 134. 135.

euffcljcn 9nundarfen, 3&amp;gt;ie,
D. Bro?.

Dr. A. &amp;lt;Reis in QKains. 21r. 605.

Sai)fl)ologic Don Dr. (Supen Sflogh,

^Jrof. a. b. UnioerJ. Ceipjig. Qtr. 15.

25ciitfrf)cn pcrJoHcttuamcn, 3ic, D.

Dr. &amp;lt;Rub. fileinpaul i. Ccipjig. 5]r. 422.

Sculfdjc ^Poelth Don Dr. ft. Sorinshi,

&quot;Prof, an b. Unto. SHhtdpn. 9lr. 40.

Scuffle !HedeIe^re Don fians Probfr,

pmnafialprof. in 23amberg. Qir. 61.

S)cuifr!)c (3ri)ulc, Sic, tm Sluslande
Don fians 91mrt)etn, 6enunar=Obcr-

leljrer in Qiljeobf. &amp;lt;Hr. 259.

3)culfd)C5(Secrccf)f D. Dr.OtfoSranbis,

Oberlanbesgericijfsrat in Hamburg.
I. lyilgemeine Celjren: &amp;lt;3perfonen unb

6aci)en bes 6eered)ts. 9lr. 386.-- II. 2)ie einjelnen feered)flid)en

6a^ulboerl)alfnif|e: Q3erfrage bes 6ee-

red)fs unb aufeerDerfraglidjc 55affung.
&amp;lt;fir. 387.

cu!fd)C eiommcshunde D. Dr. &amp;lt;Ru-

bolf OTuci), a. o. ^rof. an ber Unioerj.
SBien. 937it 2 Sort. u. 2 2af. 5]r. 126.

Scitlirr)C5 Unfcrricbfstoefen. &c-
fditcljfc des dciiffdjcn Unier*
ncfjlstocfcns D. prof. Dr. griebricb,

6eiler, irehfor bcs figl. pmnafiums
311 Cucfaau. I : Q3on 5lnfang an bis jum
&amp;lt;nbe bes 18. 3al)rl)unberfs. 5lr. 275.

II: 15om Seginn b. 19. Sflbrbunb.
bis auf bie egenmarf. 3]r. 276.

cuffcl;c lU I)cbci-fcii)i, Sao, an lite*

rarifdyen, hunftlerifd)en unb gemerb-
lidjen Sd)5pfungen, mil bcfonberer Se^

rud{fid)ficiung ber infernafionalen 53er-

frage oon Dr. uffcD tauter, patent-
anroalf in (Hjarloftcnburg. 31r. 263.

S)cuffcl)e TSoIhoIied, $as aitsgeu)al)li
unb erlauferf DCH Profefjor Dr. 3ul.

6al)r. 2 anbcr,en. 5?r. 25 u. 132.

$euffd)e 28e^roerfaffung Don fiarl

Gnbres, efyeimer firiegsrat unb oor-

frag. Haf im ftriegsminiftcriitm in

5Tiund)en. Ttr. 401.

Seulfcljes 20br!erbud) D. Dr.
&amp;lt;Rid)aro

Coerce. 57r. 64.

Qeuffcfte GctlungGiocfcH, iSDos, Don
Dr. Robert Srunbuber in ftoln a. Kb.
9lr. 400.



2&amp;gt;eu!fd)cs ^ioilpro^cfjrcrf)! pon ^ro-
feffor Dr. 3Bilb.elm ftifd) in 6trafeburg
i. 6. 3 23anbe. 5lr. 428430.

SHchiungen aus niiitcli)er!)beulfd)cr

grii^cH. Sn SJusroabJ mil (Einltg.
u. TBorterb. fyerausgegeb. o. Dr. fierm.

Santjen, trehlor ber ftonigin Cuifc-

6d)ule in fionigeberg i. tyr. 9ir. 137.

5&amp;gt;icJrtd)cpcr.. jiudrun und 3&amp;gt;ie!rid)

epcn. 9!tit (Sinleifung unb QBSrferbud)
oon Dr. O. C. Siricjch, Profeffor an
ber llnioerfiffif SBurjburg. 9?r. 10.

Suffcrcnltah-ccfynung oon Dr. grbr.
Sunher, &quot;Keillor bes ^ealgnmnaftums
unb bcr Obcrrcalfdjulc in flppingen.
9flit 68 giguren. 91r. 87.

2lcpcliloi ium u. Slufgabenfamnts
lung jur 2)ifferenfiolred)nang
non Dr. grbr. Gunhcr, debtor bes

^Healgnmnafiums u. b. Obcrrealfdjule in

fippingcn. 9RH 46 gig. 5lr. 146.

2)rogenhtin5e non Q^id). 5)orfteroit3 in

Ceipjig unb eorg Otfersbad) in

Hamburg. 9]r. 413.

1rurhiuafjcr= 11116 SritrfUuff 2ln*

lagen. Puinpen, 2)rudiroaf|er- unb

2)ruchluff-21nlagcn oon ipl.-Sngen.

&quot;Hubolf &quot;Bogbf, 7\egierungsbaum. a. 2).

in 2Iad)en. mi 87 gig. 3Jr. 290.
G56alicficr mil rammatih, Ilbor-

fetjung unb Srlduterungen oon Dr.

leljrcr in Osnabrfich. 31r. 171.

Gticnbalfiibau. Sic (SnlumMung
bes utoOernen Gtfciibal)nbauco
Don 2)ip!.-3ng. illfreb 33irh, o. fl. &quot;Prof.

a. b. h. h. 2)eut[d). ledjn. fiod)|d)ule in

&amp;lt;prag. 9Jiif 27 2lbbilb. 9lr. 553.

eiicnbaf)nfaf)r^cugc Don fi. ftinnen-

tljal, ^egierungsboumeifler u. Ober-

ingcnieur in ficinnooer. 1 : 2)ie Coho-
motioen. 9Kif 89 2Ibbilbungcn im
lert unb 2 Safeln. &amp;lt;Hr. 107.

-- II : 2)ie SifenbafjntDagen u. Srcm-
fen. QKii Singeing: 2)ie Gifenbabn-
faljneuge im Setrieb. 9I?it 56 2Jbb.

im Serf unb 3 Safeln. &amp;lt;Rr. 108.

fenbflljnpoUfih. C&amp;lt;ic!d&amp;gt;ld)le
i)cr

6cnlfd)cn (Sifenbcfynpoltlth Don

Selriebsinfpehfor Dr. gbtotn S\ed) in

fiarlsrube i. 33. 3lr. 533.

,,..-
OTl! 75 SIbbilb. Sir. 349.

Cifcnf)uHcnI;unt)c Don 21. ilraufe, bipl.

^fltteningenteur. I: 2)a9 Tloijeifen.
927it 17 giguren u. 4 2afeln. 51r. 152.

&amp;lt;ifenf)tifienhunde II: 2&amp;gt;as cdjmteb-
eifen. &amp;lt;mif 25 gig. u. 5 laf r. 153.

Gifenhonffrtthfionen im JSod)bau
oon Sngenieur S\arl 6d)inbler in

SReifeen. 5Kii 115 giguren. r.322.

(Sisjctlaller, 3)as, D. Ur. fimil 5Bert^
in SerUn-QBilmersborf. OTit 17 Sib-

bilbungen unb 1 fiarte. 5]r. 431.

eiaffi,3t!afolch,rc fiir CJngciiicurc
I : C5run5(agen und 3(Ugemeine9
fiber Gponnungsjufiande, 3n*

;;,
(Sbcnc plailcn, Xorjion,

cftriimmfcSragcr.
5Kaj CBtftltn, qjrofeffor an

Saugemerhfdjule 6fuffgarf unb

bojent an ber ed)ti. fiod)fd)ule Stutt

gart. 9Rit 60 Slbbilb. 5lr. 519.

Glchtri)c!)cn OTchinflrumcntc, Sic,
oon 3. fternnann, Profeffor an ber

2ed)ni|d)en feodjfdjule in 6tuftgart.
5Rit 195 giguren. 5]r. 477.

eichtrUcIjc Sclcgrapl)ic, 3)ic, con

Dr.Cub.TMffab. TO. 19 gig. 5lr. 172.

Glchlri.vlol. Sljcorct. &quot;Pljnfih III:

eichlri^iiol u. 9Jlagncf iomns Don
Dr. uft. 3ager, &quot;Brof.

a. b.3;ed)n.fiod)-

fdnle in TBien. TOit 33 9Jbb. &amp;lt;Hr. 78.

(SlchJrorhcmtc oon Dr. fieinr. 2)anneel

in enf . I : Ibeoretifdje Slehtrodjemie
unb it)re pl)nfihalifd).d)emt|d)en runb-

lagen. 9Rit 16 giguren. flr. 252.-- II: Grperimentelle filehtrodjemie,

Snebmetl)oben, Ceitfa^igheit, CSfungen.
9Jm 26 giguren. 77r. 253.

(Slenfromagnef. Cid)ffheorie. 3:i)co
h IV:retifd)e yijnfih IV: telchtro-

magnetifc^e Ctdjllljeoric u. G Ich-

fronih oon &amp;lt;profeffor
Dr. uft. Sager

in QBien. 9I?it 21 giguren. &amp;lt;Kr. 374.

(Sichfromctallurgic Don Dr. griebr.

2tegelsberger, naiferl. Qiegierungsrat
in 6tegli^23erlin. OT. 16 gig. flr. 110.

Glchtrofcrljnih. (SinfuJjntng in die

tarhftromtccfjnih D. 3. Herrmann,

$rof. b. (Elehtrotedjnth an ber %I.
Zed)n. fiod)fd)ule 6tuttgart. I: 35ie

pjjpfihalifdjen runblagen. 5Rit 95 gig.
u. 16 Saf. Sir. 196.-- lit Die Ieid)ftromted)nlh. 9Uit

118 giguren unb 16 Safeln. 97r. 197.
--- Ill: 3)ie 233ecfa.fe[ffromted)nih. 32iit

126 giauren unb 16 Safeln. 5lr. 198.

3&amp;gt;ie 9Ra!crioHcn 5co 31ofcl)incn-
baucs und der Gichirolccljnih D.

3ngenieur profefjor Hermann TBilba

in Sremen. 9Rif 3 Slbbilb. Sir. 476.



, Qanbcshnnbc .,

con ^rof. Dr. &amp;lt;R. Cangenbedt in 6fra|3-

burg i.e. &amp;lt;ffi. 1 1 SIbb.u. Ifcarte. Sir. 215.

= fteuffches cfprarl)sburf)
Don yrofeffor Dr. g. fiaushned)! in

Caufanne. 9k. 424.

(Snglifdje &amp;lt;$cf d)irf&amp;gt;le
Don

&quot;prof.
0. er-

ber, Oberlet&amp;gt;rer in Suffelborf. 9k. 375.

&amp;lt;ngltfd)c 5Sande(shorrefpondcn3 D.

S. &amp;lt;. 2Bt)iffielb, M. A., Qberlebrer an

fiing (Sbtoarb VII rammar 6d)ool
in king s 2i)nn. 9k. 237.

(Snglifrijc y tlcraiurcrcjdjtdjle Don Dr.
fiarl &quot;JBeifer in QBien. 9k. 69.

--
ruii&^iigc imfc Sjauplir/pcn

6cr eng(iid)cn Qifcrafurgefdiid)fe
con Dr. 2Irnolb 9ft. 9R. 6d)roer, ^rof.
on ber iJanbel5l)od)fd)ule in &5ln.
2 Seile. 9fr. 286, 287.

&amp;lt;nfu&amp;gt;irftlungsc!cir!)frf)lc

Don Dr. Soljannes 51cci}ent)eimer,

feffor ber 3oologie an ber UniDerfitat
I: JurSena. I: J5urd)ung,

anlagen , Caroen , gonnbilbung ,

brpcnaltjiillen. 5Rtf 48 gig. &amp;lt;ftr. 378.-- II: Organbilbung. mi 46 gig.
31r. 379.

(fpigoncn, ^ic, 5es rjcfifctjcit @pos.
5lustDat)l aus beutfdjen Siajtungen bes
13. 5ab,rb;unberf5 oon Dr. Sihlor 5unh,
$lhtuartus ber fiaiferlid)en 51habemie
ber 2Bi[fenfd)affen in QBien. 91r. 289.

Grbmagnclismus, 6r6ffrom, &amp;lt;po(ar

H^l Don Dr. 31. QJippoIbt, mi-
glieb bes fiontglid) &quot;preufeifcrjen 9Ke-

fereologt|d)en Snftihifs in potsbam.
Wil 17 9Ibbilb. unb 5 Safeln. 3]r. 175.

Gfftlctlc, IJanbcrluinbc 5er oufjcr-
curopaifdjcn, oon Dr. granj fteibe-

rid), ^rofeffor an ber Gjporfahabemie
in TOien. 9Rtt 11 Sejlharfdjen unb
^Jrofilen. tor. 63.

Grnafyrttng nub Sla^rungsmiffel D.

Dberftabsarjt ^rofeffor fi. 23ijd)off in

Serlin. 9Kit 4 SIbbilbungen. 3k. 464.

Gtyih Don ^rofeffor Dr. 2b.oma5 5Id)c-
lis in 33remen. Sir. 90.

(Suropa, ydnbcrhunbc uon, Don Dr.
grans fieiberid), ^rofeffor an ber

Sjporfahabemie in TOien. 2Hif 14 lejf.
hartdjen unb Siagrammen unb einer
fiarte ber 5ltpeneinteilung. iir. 62.

oon &amp;lt;&euffd)(an6

jum Seftimmen ber t;aufigeren in

2)euffd)Ianb roilbtoadifenben Pflanjen
oon Dr. &quot;3B. TOiguIa, Profeffor an
ber gorftaftabemie Ci|enad). 2 2eile.

3ZW ie 50 21bbilbung. ?]r. 268 u. 269.

&amp;lt;$plofioffoffe. GinfQb^rung in bie Gf)e.

mie ber er.plo[ioen Q3organge oon Dr.

ft. Srunstoig in 6teglt^. QKit 6 2Ib-

bilbungen unb 12 2ab. Qlr. 333.

Ramilicnrcri)l
Itd)cn

!Bud) : Sa
rid) 3;tlje. ^rofeffor an ber Unioerfitdf

Sttingen. &amp;lt;Rr. 305.

nduflrlc III: SBa*
fd)crci, Bfcicherci, garbcrei und
il)rc ^Hfsftoffc Don Dr. SBityelm
QKaffot, ^3rofeffor an ber 9JmifjJ}*en
Ijo^eren goAfdjule fur Sejfilinbuftm in

firefelb. mi 28 giguren. &amp;lt;fir. 186.

gclbgcfd)iilj, aq moDcrnc, Don

Oberffleutnant1B.fiet)benreid), OKilitar-

Iet&amp;gt;rer an b. 921Htfdrfecb,n. 3lhabemte in

Serlin. 1 : 2)te Sntoichlung be5 gelb-

gefd)iit}e5 feit Sinfu^rung bes gejogenen
Snfanferiegetoe^rs bis etnfd)l. ber Ctr-

finbung bes raud)l. pitloers, etoa 1850
bis 1890. 9R. 1 21bb. Qlr. 306.

II: 2)te Gntoichlung bes b,etiftgen

gelbgefdjuljes auf ritnb ber Grfinbung
bes raudjlofen &quot;puloers, etroa 1890 bis

3ur egentoarf . 9Hit 1 1 Slbb. &amp;lt;fir. 307.

gcrnfprcdjrocycn, 3&amp;gt;as, Don Dr. Cub-

aig &amp;lt;Rel!ftab in Berlin, mi 47 gi
guren unb 1 Safel. 9lr. 155.

3cflighciislel)rc oon QB. dauber, 5)ip&amp;gt;

lom-Sngenieur. mil 56 gig. Qlr. 288.

Slufgabenfammlttng jur geffig=
hcilslcl)rc mil Qofungcn Don T\.

fiaren, iplom - Sngenieur in 93]ann&amp;gt;

teim. 9Kit 42 giguren. 9k. 491.

Scite, Sic, un6 Ole foroie bie Seifen-
u. fterjenfabrihaf. u. b. ftane, Cache,

girniffe m. ib.ren njidjfigft. ftilfsfbffen
oon Dr. S^arl 33raun in Serltn. I : Sin-

fflb,r. in bie C^emie, 23efpred). einiger

Saljc u. b. gefle unb Die. 3]r. 335.

II: 5)te oeifenfabrihafion , bie

6eifenanali)fe unb bie fienenfabri-
featton. m\l 25 Stbbilb. 5lr. 336.

HI:6ar3e,eac&e,girnifie.&amp;lt;nr.337.



JJeueromffen. &amp;lt;$efd)td)tc ber at*

fantfen geuerwaffen bis l&O.
2)ie (tntoidUung ber geuerroaffen von

ityrem erften 3luffreten bis jur (Sin-

fitfyrung ber gejogenen ftinferlaber,

ttnfer befonberer 33erudtfid)figung ber

fieeresbeuxiffnung D. ftaupfmann a. 33.

233. ofylhe, Steglitj.Serlin. 937it

105 9lfabilbungen. Otr. 530.

gil3fabnhafion. SerJH = Gn
11: TBebcrei, QBirhcret,
mcnlicrcrct, opitjeru unb
binenfabrihafion unb
fcafion con &quot;profejior 5Kaj urHer,

el). ftegierungsr. im ftgl. Canbesge-
a&amp;gt;erbeamt3.23erlin. 32t.29gig. 2ir.l85.

tyinanjfnffeme 5. roftmikfytc, Sic,
(Sntevnationales 6faat5 u. emeinbe-

ginanjiuefen) con O. Sducars, el).

Oberfinanjraf in QSerlin.
3a&amp;gt;ei 2}anb-

rfjcn. 31r. 450 nnb 451.

3inan3U)t{fc!ifd;af! oon prafibent Dr.

ft. pan ber SSorgW in Berlin. 1 : 5111-

gemeiner 2eil. iJJr. 148.-- II: Sefonberer Seil (6leuerle^re).
&amp;lt;fir. 391.

ugrifdjc (

fc^aff oon Dr. 3o|ef
an ber Untoerfifat 23ubape|&quot;f. Sir. 463.

nebft
lands con &quot;profelfor Dr. 5!.

Jon in fialle a. 6. 31r. 359.

mile, isarjc, Cache, fttrniffe Don
Dr. ^arl 23rann in 23erlin. (gefte unb
Ole III.) &amp;lt;Hr. 337.

. Sao Sicrrctcl) IV: gifrl)e
oon ^rofeffor Dr. ffllaj ftaufb.er in

Sleapel. 9Kil 37 Slbfailb. 9lr. 356.

8ifc()crci 11116 giicfjjurfjl oon Dr.

&avl (Schftcin, Profefior on ber gorft-
aftabemie Gbereaialbe, 2lbfeilungo

birigenl bei ber fcauptflalion bes forft-

licljcn Q3erfi!d)5U)e[en5. Wr. 159.

@hurfionsf(ora oon Scuf f rf)-

land jinn Q3eflimmen ber t)au|igeren

in S)cufjd)lanb iwlbiDad)fenben ^flanjcn
oon Dr. 233. 5KiguIa, &quot;prof, an ber

Sorftahabemie Gifenad). 2 2eile. 9ZIif

je 50 mbilbungen. Olr. 268, 269.

ufjbau Don ftegierung&amp;lt;jbaumeifter Otto

Tfappolb in Cftitftfart. QUit oielen

&amp;lt;Mbbilbung^n. 5k. 597.

Sorcnfifd)c *pfnd)iafrie Don ISrofeficr

Dr.TB.^Bepganbt, 2)irehtor ber Orren-

anftalt griebridjsberg in Hamburg,
Siuei Sanbdjen. Sir. 410 unb 411.

SforfttDiffenfcfyaft oon Dr. &amp;lt;Ub. 6d)u&amp;gt;ap-

pad), ^3rof. a. b. gorflahabemie (ber-
tcalbe, ^Ibteilungsbirig. bei b. fiaupt-
flafion b. forfll.

&amp;lt;

Ber|iid)sujef. Tlr. 106.

fcfye, nad) jeiner geid)id)tl. SntroiAlung
urvb in feiner gegena)art.eftnU oon ix
SierAs, fteoijor gerocrbLgortbilbungs-
fdjulen in 6d)lesu&amp;gt;ig. Qlr. 392.

. C$cfcfyid)fe granhens Don
Dr. Gljrift. Wei)er, figl. prcufe. 6taab-
ard)ioar a. 2). in 3Rflndjen. 5Jr. 434.

SranhrcicI). ^ranjofifdic cf cl)trf)lc
Don Dr. ft. eternfelb, ^rofefior an b.

UniDcrfitai Berlin. Qlr. 85.

. Uaaicsfi.u.graithrcici)
D. !r. ftidjarb Sleuje, Sireht. b. Obcr-

ftealfd)iile in 6panbau. 1. Sanbcben.
9Rit 23 SlbbikX im Seft unb 16 Canb-

fd)aff5bilbern auf 16 Safeln. Qlr. 466.-- 2. 23anbd)cn. mi 15 5lbbilb. im

Sejt, 18 CanJ&amp;gt;|d)aflsbiIbern auf 16 So-
feln unb einer lit^ogr. 5iaiie. ?lr. 467.

! Sranjofifcf) bcnf icf)C5 &amp;lt;3c?yrad)s*

bud) Don (S. grqwcUIon, Gehtor am
orienlaltjd). Seminar u. an b. ^o

b,od)id)u[e in Berlin. 9lr. 596.

Don $refefiw II). be Seauj, Officier

be rSnflruction Vublique. &amp;lt;Hr. 183.

grembtuorf, as, int cutfd)en oon
Dr. ftub. fUeinpaul in Ceipjic;. ftr. 55.

Srcmbujorfcrbud) , 3&amp;gt;cufitf}cs, Don

Dr. ftub. ftleinpaul inUcipjig. 91r.273.

Qfuge. Srlciuferuiig unb Qlnleiiung jur

Mompoption berfelbcn o. Prof. Stepson
fue^l in Ceipjig. 3lr. 418.

gjjnhlioucstll/coi ic, Ginlcilunti in

biet (2t)eorie ber homplejen 3a^et1 *

reiljen) Don 5Uaf ftoje, Oberlebrer

an ber oetljejdnile in Seutfd).5Bii-

mersborf. QKit 10 giguren. Q?r. 581.

Suhardllerie, Sic, ih,re prganifafion,
Seroaffnung unb Qlusbtlbung Don

Splett, Oberleufnanf im Cel)rbafaillon

ber gufeartillerie.6d)iebid)ule u. Sicr-

mann, Oberleufnanf in ber 53erfud)?-

batferie ber ?lrtillerie - Priifungshom.

mijfion. .
Wif 35 giguren. r. 560.



arbincnfabrihafion. Sesfiltnou*
Hrie II: CiUcbcrct, 2Girherei,
iJoJanicnHercrci, Gptijeii= unb
(NiarbtitenfabrHiaiioii und Silj*
i abrihafton D.^rofeffor SRaj urller,

eb. Regierungsrat im ftdnigl. Canbes-

geiDerbeamfju Berlin. 5!Ht 29 giguren.

&amp;lt;Sas= nn5 2DafferinffaHafionen mii
(Sinjdjhiij oer Slborfanlagcn Don

Profoffor Or. phil. unb 2)r. *3ngen.
(xbuarb 6d)mtft in 3&amp;gt;armftabt. 2ftif

119 Qlbbilbungen. 5k. 412.

ashraffmafchtncn, Sic, con 3ng.
2llfreb fttrftb in fitel. 52W 55 gi-

guren. 5k. 316.

(SafsfjaitTcr tmt&amp;gt; &ofels Don Slrdjitehf

Sftaj IBob.lcr in Suji olborf. I: 2)t&amp;lt;?

25eftanbteile unb bic Ginridjfung bes

affbaufes. 9HH 70giguren. 9]r 525.

II : 5?ie ocrfd)iebenen ?lrtcn oon

aftbaufern. 3H 82 gig. &amp;lt;r. 526.

cbirgoarliHertc. Sic @uftuichlung
der cbtrgsarlillcric Don fUuf.w

mann, Oberft unb ftommanbeur ber

1. gelbartiUerie-Srigabe in fionigs-

berg i. ^r. 5Kit 78 Stlbern unb

Ilberfid)t5fafeln. 9]r. 531.

&amp;lt;&enoffenfcf&amp;gt;affsn&amp;gt;efen, os, in

Scufff[)Ian6 oon Dr. Olio Ctnbeche
in 2)uffclborf. 9tr. 384.

eodafie. .^ermeffungshunde Don

Siplom = 5ng. ty. QBerhmcifter, Obcr-

leb,rcr an ber ^aiferl. 2eci)nifd). 6ct)ule
in 6traf3burg i. C. I : gelbmeffen unb
91tDeHteren. Wll 1469lbbilb. II: S)er

Sbeobolit. Jrigonoinetrifdje unb baro

mefri|d)e 556b.enmefjung. 2od)i)mefrie.
&amp;lt;mif 109 Slbbilbungen. 51r. 468 u. 469.

Geologic in hurjem ^Jusjug fiir 6c^ulen
unb jiir 6e!bftbelel)rung jufammen*
geffellt oon Profefjor Dr. (Jbert). graas
in GtuHgarl. 5Kif 16 Slbbilbungen
unb 4 lafeln mil 51 giguren. 3]r. 13.

Geometric, Slnatyiifche, 6er Gbcnc
con &quot;^rofcfjor Dr. 5JJ. oimon in Strafe.

burg. OZlit 57 giguren. 3tr. 65.

Slufgobenfammlung jur 2lna
(i)fifcf)en eomcfrie iscr (Sbciic
Don O. Sb. Surhlen, Profefjor am
fitafgl. &amp;lt;ReaIgpmnafium in 6d)roab..
munb. OJlif 32 giguren. Tlr. 256.

contcirtc, 9tttah)itf r!)c, 5. Slnumc 3

D.
&quot;prof.

Dr. OT. Simon in 6tn$6urg.
927it 28 2lbbilbungen. 5lr. 89.-- Slufgobcnfammlnng jur 2lno=

!t)HfrJjcn cornelric bcs Tlaumco
Don O. St). Siirhlen, ^Jrofeffor am
f,5nigl. T^ealgpinnafium in 6d)tocib,.

inflnb. 921ii 8 giguren. 9tr. 309.

Sorflenen6c,D. Dr.^oberffiaufener,

&quot;profeffor an ber UntDerfifat Sena. I.

QJlit 110 giguren. 3]r. 142.-- II. 9Htt 40 giguren. 5k. 143.

Gbcnc, Don . SKafyler, ^3rofefjor
am nmnafium in Him. QKtt 111

jtoeifarbigen giguren. 97r. 41.

&amp;lt;?SroiehHoe, in fpnfl)et. Sebanb
lung oon Dr. fiarl Soeblemann, &quot;pro-

fejfor an ber Uniocrfifat ffiiindjen.

9IW 91 giguren. 9t- 72.

&amp;lt;3coniclr:fcJ)C Oplth, einfufjnsng in

die, con Dr. QB. ftinrid)5 in 2B11-

mer5boij=
&amp;lt;

Serlin. 57r. 532.

comelrifc^es ocicJ)itcu oon 5S.Se&ei ,

&amp;lt;Urd)iteht unb Cel)rer an ber Sau=
geroerhjdnile in 52]agbeburg, neube-

arbeiiet Don profeffor 5. Q)onberlinn

in 9Rflnfter. SHif 290 giguren unb
23 Safeln im 2ejf. 51r. 58.

crmanifd)e SUnf^oIogie oon Dr. (S.

5J]ogh, ^rof . a. b. Unio. Ceipjig. 57r. 15.

(Scvmani|i;c &amp;lt;5prad^ioiffenf^aft ocn
Dr.

&amp;lt;21id). CoetDC. 31r. 238.

&amp;lt;3efangshunfi. Scc!)nih ber bcu

fcfyen Gefangshunff Don Ostwr9?oe
unb Dr. fians Soadiim TOojer. 57r. 576.

cfcf)ici)f5tx)t|fenfd)aff, Cginlctiung i.

die, Don Dr. (rnft 53ernt)eim, ^rof.
an ber UniDerf. reifstoalb. 5k. 270.

efcfyitfje, Sic modcrnen, der 5ufe=
arfiUerie oon 5Humment)off, 927ajor
unb Sebrer an ber guf3arlillerie-6d)ief3-

fdiule in Suterbog. 1 : Q3om SluftrefCHb.

gejogenen efdjiilje bis jur Q3ertDenbuns
bes raucbfdjtDadjen^ulDers 18501890.
5Jlit 50 SerJbHbern. 51r. 334.-- II: 5)ie (Sniroichlung ber l&amp;gt;eufigen

efdnitje ber guhariillerie (eif Cin-

fiibrung bes raud)fd)U)ad)en ^uloers
1890 bis jur egenvoarl. 52Jil 33

Sejtbilbern. 5k. 362.

mofd)t iicu, 3)ie, oon 2)r. -3ng.
kroner in griebberg. SKifoiel. giguren.
&amp;lt;nr. 604.

efctjbucf), S3iirgerHcf}cs, fiebe : &amp;lt;Hecfaj

bes 23iirgerlid)en



efunbfyeifslehre. Scr menfchlidte
5i 6 rpcr, fein &amp;lt;8au un 6 fcincSa 1 ig*
licilcn con S. ^Rebmann, Oberfd)ul-
rot in ftarlsrube. 9Kit efunbljeifs-

leb,re con Dr. med. fi. 6eiler. mi
47 Slbbilbungen u. 1 Safel. 3lr. 18.

cu&amp;gt;crbcl;i)c.tenc oon Dr. (. Tiofb, in

&amp;lt;pot5bam. 9k. 350.

etoerberoefen oon QBerner 6ombarf,
profefjor an ber fianbelsb,od)fcb,ule

Serlin. I. II. Sir. 203. 204.

(Sctcrbltrf)c Slrbciterfragc, Sic,
con Werner 6ombarl, Profeffor an
bcr anbelsbod)|d)ule Serlin. Sir. 209.

ciucrblicfjc l&amp;gt;aulcit. 0nbuffrielle
un5 getucrblidjc &quot;Bautcn (Speidjer,

Cagertjdufer unb gabrihen) Don QIrd)i-

feht fieinrid) 6aljmnnn in 2)ujfelborf.
I : SIHgemeines iiber $lnlage unb fton-

ftruhfion ber inbuftriellen unb geu&amp;gt;crb-

Iid)en Sauten. 3ir. 511.
II: 6peict)er unb Cagerb,3ufer.

9Uit 123 giguren. &amp;lt;J7r. 512.

craicl;{c-iucfcn. SRafts, aniinj^ un6
ctuid)fstoefen oon Dr.31ug.SHnb,

$rof . a. b. fianbelsfd). i. iiflln. 3lr. 283.

tcfjcrcimafcljincii con 2)ipl.-3ng.
Gmil Sreiber in ^ciben^eim a. S.
9Rtt 51 giguren. 9lr. 548.

los&amp;lt; unb hcranitirl)c Onduftrie
(G n bu firic bcr &amp;lt;5tUha! c, ber 75au=

flcinc iinb dcs hun{flid)cn &amp;lt;m&r&amp;gt;

fcls I) oon Dr. uftao tauter in

(fbar .otfenburg. 9nit 12 laf. 5lr. 233.

Cdleic^flrommafc^ine, Sic, Don 3n-
genieur Dr. (L ftinjbrunner in 91Jan

djefier. 9IW 81 giguren. 51r. 257.

Iclfcljcrhunbe con Dr. gritj 9Kad)aceh
in JBten. 3Hif 5 3lbbilbungen im
Serf unb 11 lofeln. 5lr. 154.

C5ol ifche &amp;lt;5pracf)benhmaler mii ram*

moliR, IKberfe^ung unb ttrlSufergn. D.

Dr.fterm.Sanljcn, Sirehtor b.fibnigin

Cuife6d)ule i. ^onigsbergi. pr. Wr.79.

(flotifricb uon Gfra^burg. fiort&amp;lt;

tnonn oon Slue. 1-oolfram oon
efdjcnbarl) unb Wolifricd oon

frafjburg. Slustcal)! aus bem b,5fifd).

fipo5mif2Inmerh.u.QBorterbud) o. Dr.

fi. Klarolb, ^3rof. am Sgl. griebridjs-

hoae.qium 3u ftSniftsberfl i.
&amp;lt;$r.

3lr.22.

ropf)ijcl)cn .riiiuftc, 3&amp;gt;ic, Don (iarl

Aampmann, h. h. Celjrer an ber h. fc.

rap^ifd)en Cebr- unb Cerfud)5anftalt
In SBien. 9Hi! ja^Ireidien 2ibbU-

bungen unb 23eilagen. 9]r. 75.

ried)ifd&amp;gt;e Sllferfumshnnbe oon
^Jrofeifor Dr. Slid). SRaifo), neu bear-
beitet Don ^ehfor Dr. granj JJobl-

b.ammer. QKit 9 ^Bollbilbern. 5lr. 16.

riecf)tfcJ&amp;gt;ecfchid)leDonDr. fteinrid)

6rooboba, Profeffor an ber beufjdjen

Unicerfitat $rag. 3ir. 49.

ricc^ifche CHerolurgefchichle mil

33eriidtfid)tigung b. efd)id)fe b. QBtffen-

fdjaften Don Dr. Sllfreb erdie, &quot;prof.

an ber Unioerf. Sreslau. 2 Sflnb-

d)en. 51r. 70 unb 557.

ricchifdfcn wrac^e, efc^ld)le b^
I: 23is jum Jlusgange ber hlaffifdjen

3eit con Dr. Ofto Hoffmann, ^rof. a.

b. UntMTfUAi OTflnffer. 3lr. 111.

riechifcbe u. romifche OTi)f,oloaie
D. ^rof. Dr.fterm.toteubing, ^Rehiorb,

nmnafiums in Sctjneeberg. Tlr. 27.

runbbuchrecfyf, 0ao formcllc, Don

Oberlanbesgerid)fsr. Dr. g. ftre^fdjmor
in Sresben. &amp;lt;r. 549.

SionbeloiioHIih, Sluoroarligc, DOR
Dr. fteinr. 6ieDehing, Profeffor an
ber UniDerfifdt 3flrid). 5lr. 245.

ftanbelsrecfyf, culfdjcs, oon Dr.
fiarl Cet)mann, profejfor an ber Uni-

oerfitdt oftingen. I : (Sinleifung. 2&amp;gt;er

fiaufmann unb
{cine 6ilf5per|onen.

Ofjene ioanbelsgeiellfcljaff. Somman-
bit- unb ftille ejelljd)aff. 3lr 457.

II: mitengefeUjd). efeQfd). m. b.

&amp;gt;. Cting.en. fianbelsgcjd). 5lr.458.

.Sjanbcloffijuhucfcii., Sao beuffcfye,
Don irehfor 2beoborQ31um inSeffau.
Oir. 558.

55an5clojlonb, Scr, Don ^intloanmalt
Dr. jur. Sruno Springer in Ceipjia.

(fiaufmflnn. &amp;lt;Red)f5h. Sb. 2.) Sir. 545.

55anbcloiocfcn, Sao, oon eb. Obcr-

regierungsrat Dr. 2BHI). Ceris, &quot;Pro-

feffor an ber Uniocrfiffil dtfingen.
1 : 2)as ^anbelspcrfonal unb ber

2Baren|)anbeI. Tlr. 296.

II : &amp;lt;Die (Jffehlenbarfe unb bie in-

nere fianbelspolitih. 3ir. 297.

Aanbfeucrtoaff en. Sic Gnftoidtfung
6er, felt ber QRitfe bes 19. Sabr-
bunberto unb ibr beufiger 6tanb Don

. TBrjobeh, fiaupfmann unb ftom

pagniedjef im Gnfanterie-T^egim. grei-

berr filler Don arfringen (4. &quot;pofen-

fftes) 3k. 59 in 6olbau. OTit 21 Mb-

bilbungen. &amp;lt;Hr. 366.
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Sarotonielefpre con 91. ftalm. SZtit

otelen Slofenbeifpielen. Sir. 120.

?arlmann oon Sine, Wolfram oon
Gfcfjcnbacl) unO offfrieft oon
&amp;lt;5fragburg. 2lusu)al)l aus bem b,5fi

fdjen (Spos mit Slnmerhungen unb

SBBrferbud) con Dr. ft. Sttarolb, ^ro.
feffor am fioniglidjen griebrid)shol

legtum 311 fionigsberg i.
&amp;lt;$r.

Sir. 22.

fiarje, Cache , giniiife oon Dr.

arl Sraun in Berlin.
(&amp;lt;Die getfe

unb Die III ) Sir. 337.

5&amp;gt;aupllitcralurcn, Sic, ft. Orients
D. Dr. 9K. ftaberlanbt, ^rioafboj. a.

b. Unioerf. SBien. I. II. Sir. 162. 163.

cbc,}eugc, Sic, il)rc ftonffruhtion u.

Beredjnung oon 3ng. ^rof. ftermann

SBilba, Bremen, 9fl. 399 &amp;lt;Hbb. Sir. 414.

fieeresorgamfafion, Sic &amp;lt;nlu&amp;gt;icl;=

lung Oer, jdt ^infii^rung ber ftet)en&amp;gt;

ben 55eere Don Dlto
^eufi^Ier, fiaupf-

mann u. 53atteriect)cf in Ulm. I : e-

fd^icljtl. SntoidUung bis jum 5Jus-

gange b. 19. Ocil)rt). 9]r. 552.

55et,3ung it. Qiiflung o. Ong. 3ol)annes

fitting in Siiffelborf. 1 : 2)as TBefen
unb bie 53ered)nung ber fieijungs- unb

Cfiffungsanlagen. 9Kif 34 gig. tfr 342.

IltSie 21u5ful)rung b. fieijungs- u.

Cuftungsanlage. 9Kitl915ig. flr.343.

^cffcn. Qon2&amp;gt;eshun5e des (Sro?]=

berjogfitms 55cffen, 6cr ^prooinj
effen= 2laffoa un6 des tvurften*

fnms 2Doldech oon ^rof. Dr. Gkorg
retm in armftabf. 9Hit 13 9Ib-

bilbungen unb 1 fiarfe. 97r. 376.

55lcroglt)pljcn Don Wei).
t

Regier.
(Kaf

Dr. 2(b. Grman, ^Jrof. an ber Unt-

oerfitat Sertin. 97r. 608.

5jod)fpanitung5iechnth DOII Dr.-3ng.
ft. 8if (ftcr i&quot; i&quot; wamburg-Sergeborf.
9Kit oielen giguren. 91r. 609.

5&amp;gt;ol3, as. 9lufbau, (Sigenfd)affen u. 93er.

menbung D. Sngen. &quot;prof. Hermann
3Bilbo in Bremen. 9U.3321bb.3lr.459.

&ofels. aff()aufer and hotels Don

9Ird)HeM 9Kaj 2C6bler in ufjelborf.
1 : 2)ie Seftanbfeile u. b. Ginrid)tung b.

ofl^aufes. mi 70 giguren. 91r.525.
II: 3)ie Derfd)iebenen 94rten D. off.

b^ufern. fflWt 82 giguren. Sir. 526.

&amp;gt;ndraulift Don IB. auber, 2)ipl..Sng.
in etuttgart. OTit 44 gig. fe. 397.

55ngtcnc 6es (BfoOIebaus, Sic, oon

&quot;profeffor ft.
Gb.r&amp;gt; 91ufebaum in ftan-

nooer. SRit 30 9lbbilbungen. 5lr. 348.

Singicnc 5. OTo^nungomefeno, Oie,
oon ^Jrof. ft. Gtjr. Tlufebaum in ftan-

nooer. Unit 5 91bbilbungen. Sir. 363.

Obcrifche JSalbtnfel. QandeshunDe
der Gt&amp;gt;cri)(i)cn JSalbtnfel oon Dr.

grift Kefpi,wsf. a. b. Unio. QCurjburg.
9Kif 8 ftdrfdjen u. 8 9lbb. im 2ejf unb
1 fiarfe in garbenbrudu 91r. 235.

On6tfcl)c !Kcligionsgefchid)fe D. ^rof .

Dr. fibmunb ftarbi). 91r. 83.

Snftogcrman. &amp;lt;5pra&amp;lt;An)iffettf^aff
u.

Dr. 21. QUeringer, &quot;^rofeffor an ber

Unicerf. raj. 9Kif 1 Safe!. 9lr. 59.

QnbuflrteHc u. gcrocrbItcJ)c Baulcn
(6petd)er, Cagert)aufer unb gabrthen)
con 91rd)iJeht fteinrid) 6aljmann in

2)unelborf. I : Mgemeines iiber 9ln-

lage unb ^onflruhfion ber inbuflriellen

unb geruerbltdjen Baufen. 97r. 511,-- II: 6peid)er unb Cagerb,aufer.
Wit 123 giguren. Qlr. 512.

Onfch!tonof.rflnhl)ctlcn, Sic, unb
l^rc Q3crf)iifung con Slabsarjf Dr.

2B. ftoffmann in Berlin. 9Kit 12

com Berfafjer gejeidjnefen 9lbbilbung.
unb einer giebertafel. Sir. 327.

Onfehten. Sas Zievveid) V: On*
fclilen Don Dr. 3. rofe in Sleapel

(etajtone 3oologtca). 9Rit 56 Qlb-

bilbungcn. Sir. 594.

Onffrumcntcnlefyrc D. SUuphbir. granj
SRaner^off i.Cbemni^. I : lejt. Slr.437.-- II : Slotenbeifpiele. Sir. 438.

Oniegrolrechnung Don Dr. griebr.

Ounher, Siehtor bes S^ealgtjmnafiums
unb ber Oberrealfdjule in Sppingen.
SRit 89 giguren. Sir. 88.

?lcpc itoriwn tint) Slufgaben^
fammlung sttr On!egra(recl)nung
con Dr. griebrid) Sunher, 91ehtor bes

^lealgpmnafiums u. b. Oberreal[d)ulc
in fippingen. SUi! 52 gig. Sir. 147.

efcf)icf)fe Ofraels bis auf
We grierf)ifd)e Ocif oon Lie. Dr.

3. Benjinger. Sir. 231.

oon &quot;Profefjor Sllberto be Beaur,

Oberle^rer am Sonigl. Snftitut 6. 6.

Slnnunjiafa in gloreus. Sir. 219.

Ofalicnifrfyc L ilcrafurgcfd)icI)Jc Don
Dr. Siarl Bofeler, ^3rofeffor an ber

Untoerfifat QUflndjen. Sir. 125.

Slalhulalion, Sic, im SHafc^inenbau
Don 3ngenieur ft. Befb.mann, Sojeni
am Sedmihum Slltenburg. SIlif 63 Q(b&amp;lt;

bilbungen. Sir. 486.
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. ie fftermo&ijtta*

mifd)en O&run&lagen der 21 iir-

mchraffs un6 aUc:nafd)inen
con 9H. Tiotttnger, SMpIom.Sngenieur
in Qllannbeim. 9IW 73 gig. &amp;lt;Hr. 2.

5i a in crust. Ste ftcuffdjcn &olonieu
I: Sogo und &amcrun oon prof.
Dr. fiarl Sooe. 93fit 16 Safeln unb
einer liib,ograpl)ifct)en ftarte. &amp;lt;Jlr. 441.

Stanal= and Ccnlcufcnbau von &quot;He-

gienmgsbaumeijter Olto &quot;Rappolb in

etuifgarf. 9HU 78 21bbilb. 21r. 585.

.Slant, pmnirtnucl. (C0efd)id)te 5. ^ilo-
fopbje 23anb 5) Don Dr. 23runo S3aud),

&quot;Prof. a. 5. Unio. Sena. 9Jr. 536.

kartell iinb Srufl o. Dr. 6. 5fd)ier[d)hD.

in Sfifielborf. flr. 522.

5iarlcnlmn5c oon Dr. 017. roll,

Aarfograpl) in Serlin. 2 SSn5d)cn.
I : Sie Projehtionen. QZlit 53 gi-

guren. 3lr. 30.
II: 2)er Slarleninljalt unb bao

5Kciien auf Morten. 9ftif 36 gi-

guren. ?lr. 599.

i

&ircf&amp;gt;enrccl)f con Dr. . 6d)ting, orb.

13rof. b. &quot;JJcdjte in Grlangcn. 5Jr. 377.

oon ^cd)tsanroQlt Dr.

927otl)C5 in Ccipjig. &amp;lt;JU. 103.

II : 2)er i5nnbels}fanb D. 7ied)Jsanu).Dr.

jur. Sruno 6pringcr, Geipjtg. tJlr. 545.

jtaufmonnifcfyes 5lccl)ncn non ^rof.
&amp;lt;Rict)arb 3uff, Oberlel)rer a: b. Oifentl.

fianbelslel^ranftalt b. Sresbencr Siauf-

mannfd). 1. II. III. &amp;lt;Hr. 139. 140. 187.

5lcramifcf)c Onditfirie* Sic On*
dufirie der (5i(ihafet feer hunff^
licijcn Sauftefne un5 des SHoriels
con Dr. uftao tauter. I : las- u.

heram. Gnbuf. ric. 9tt. 12 Inf. 91r. 233.

ic

fobtrtholton, 6ie
uitfi die jler^cnfabvihafion non
Dr. fiarl 23raun in Berlin. (Die gclle

. Die 11.) 9Hil 25 21bbilb. ?lr. 336.

MiauJfdjou. 0ic deutfcf).
H: 2)as (5u5feegebief und 5;iau=

ffd)ou oon ^rof. Dr. ft. ODC. 52Mt

16 Saf. u. 1 lift)ogr. fiarfe. &amp;lt;nr. 520.

iiincmaiih non &amp;lt;Dipl.3ng. bans ^Differ,

5Ijfiftent an ber figl. 2eci)n. iocd)|d)ulc

2)resben. Slit 76 SJbbilb. 37r. 584.

lcl)re con ^rcfcfjor Dr. 7B. fifippen,

9}!eteorolop,e fccr Sccmartc fSamburn.
9Kit 7 Sof. unb 2 gigurcn. Qlr. 114.

i $jo!oniclac:c?;m)le oon Dr. Sielrid)

6d)cifer, &amp;lt;profef|or ber 6&amp;gt;e|cbid)le an
ber lintoeriifat 23erlin. Olr. 156.

&olonia(recl)f, Scutiiijcs, Don Dr.

55. Gbler oon joojimann , ^Jrofefjor
an ber figl. 2lhabemie Pofen. $r. 318.

iiojucfc::. SIffronomtc. r5pe,
33c

aiegung unb Gnffernung ber fiimmels-

horper Don 21. g. OTbbius, neu bear-

beifet oon Dr. iScrm. fiobolb, 15rofeiior
an ber Unioerfila t ftiel. II : nometcn,
WJeteore unb bas 6fernfi)ftem. QUiJ

15 giguren u. 2 SternUarlcn. 51r. 529.

jlommunalc 25irffd)affc-pf(cge Don
Dr. Nlfons ^iieft. 32]agiftratsajie[ior
in Berlin. &amp;lt;J7r. 534.

iiouipojiiionslc^rc. ?}ln(iluilifd)c gor*
menleljre uon Slepijan S\reb,l. I. II.

9Uil oiel. 3b!enbetfpiel. Qlr. 149, 150.

Aonlropunhf. 3)ie Ceftre Don ber ieib-

ftanbtgen Sfinnufii^rung Don Siept&amp;gt;an

fireb,! in Ceipjig. &amp;lt;)lr. 390.

jloutroUtocfen, as agnhullur*
cf)cmi|cijc, Don Dr. Paul Mrijcijc in

Ceopolbsl)alU6tahfurt. &amp;lt;Rr. 304.

5io orbinafcnf i) ffcmc D. ^aul S. gifdjer,

Oberleljrer an ber Oberreal{d)ule ju

rofe-Cidiferfelbe. 9Rit8gig. 5ir.507.

iibrpcr, Scr menfd)(icbe fein Q3cu
un5 fctnc Xafigheifcn oon (i.

Tiebmann, Oberjdjulrat in fiarlsrube.

OJIit ejunb^eilsle^re Don Dr. med. .

6eiler. 9RU 47 &amp;lt;}lbb. u. 1 laf. 31r. 18.

5lofienanfcf)Iag fiche: Tfcranidilagen.

yulcgsi^iffbau. ie Gntiuichluna
Des &rte;!5fr()iftbauc5 oom SU&amp;gt;

fcrfum bis jur Kcujeif. Q3on

Sjarb 6d)aiarA, ef). Warinebaur. u.

6d)i{rbau-Sireh!or. I.Seil: Stas Self.

alter ber ^Ruberfcl)iffe u. ber 6eael-

jd)i{fe fiir bie ftriegsfityrung jur 6ee
Dom 21Ucrlum b. 1840. 91W 32 Sib-

bilbungcn. 9k. 471.-- II. 2eil: &amp;gt;as Scilallcr ber ampf.

fd)ij{e fur bie finegsfub,rung jur 6ce
Don 1840 bis jur KftijelL 9Kif 81

&amp;lt;Ubbilbungen. 91r. 472.
DOII

Dr. &amp;lt;mil Daniels in Serlin. I: &amp;lt;Das

onlihe firieflsroefen. ?lr. 488.
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tfrlcgsmefens, cfcl)kh,fe bes, con

Dr. SmUStaricts in 33erlin. II: 2)as

mWelalt. firiegsioejen. Sir. 498.-- Ill : &amp;gt;as firiegstuejen ber Sleusett.

CErfter Scil. Sir. 518.-- IV : 2)as ftriegsroejen ber Sleujeif.

Seil. Sir. 537.

-- V: as firiegsroefen ber Sleujetf.

rillcr Seil. 2lr. 568.

&rijiaHograp!)ie con Dr. SB. 93ruh,ns,

rof. an bcr ^ergahatemie ((austl;al.

ll 190 Slbbilbungen. Sir. 210.

ttn5 S)iefricf)epen. 921it Ctin-

leitung unb QBorfcrbud) oon Dr. O.
C. Siricseh, ^rofefjor an ber Uni-

oerfltat 2Biir,}burg. Sir. 10.

Siuliur, 3)le, 6er JKenaiffcmce. e-

fiJlung, gor|d)ung, Sid)tung oon Dr.

Robert g. 3lrnolb, &quot;profefjor an ber

UntDerfUai QBicn. 57r. 189.

^luHiirgefdjtcfjIe, Seuffcl)^ oon Dr.

ein^. fittfJHf.
Qlr. 56.

5larucn6cJutfiion, Slfgcbroift^e
5\ut ucn non fiugen ScufeT, OberreaU
lehrer in Q3ait)ingen=Sin. I : SuirDcn*

bishuf[ion. 3Ji. 57 gig. i. Icjf. 91r. 435.

5iurjfthrift fiefye: 6lenograpl)ie.
AftftenartiHerle. Sic C^nituichlung

6is jur (Segcntoarf o

hapiSdn tuning. 9Hif tUbbilbungen
unb SabcIIen. 91r. 606.

Cache. .fSar^c, Uadtc, givniffc oon
Dr. ^arl 23raun in Serltn. (2)ie

Seffe unb Die III.) Sir. 337.

Gagertyaufer. GnfeufirtcHc un6 ge
tDerbUc()e3au!ett. (6petd)er, Cager-

fouler u. gabrihen) oon SlrchjfeUf ftcin-

rid) Saljmann, Siiffelborf. II : 6peid)er
u. Cager^aufer. 5Uttl23gig. 9tr.512.

ttdni)er- und SjclUcrnamcu Don Dr.

5lubolf ^Icinpaul in Ceipjig. 3k. 478.

Qandffraftenbau oon figl. Oberletyrer
21. Ciebmann, Setriebsbirehror a. &amp;gt;.

in SRagbeburg. 9KU 44 5tg. 9lr.598.

D. (. Oangenbedi in

91r. 227.

, con Siarl 2Balfb,sr, &amp;gt;iplom3n.

genicur in 9Hannl)eim. 3 33anbch,en.

mi oielen Slbbilbgn. &amp;lt;Rr. 407409.
Ocleiwfcije ratnmaSih. runbri^

ber lafeinifd)en 6prach!ol)re oon &quot;^rof.

Dr. W. Q3olfd) in OTa^bfburg. Q7r. 82.

lateinifcfycn &amp;lt;SpracI)c oon Dr.

griebrid) 6tolj, Profeffor an ber Uni-

oerfitat Snnsbnich. Sir. 492.

Gichf* Sl)ecreIsfcI)e
&amp;lt;

3M)i)?th ll.Zeil:

Qtd)l mid 2D5mte. 93on Dr. ufh

Gager, ^rof. an ber Sedinifcrjen fiod)-

fcbule in SBien. 8K 47 S!bb. Sir. 77.

Gogarif^mcn. 33ierftellige Safcln unb

egentafeln fiir logaritr^mijc^es unb

{rigonomctri[d)es Q^cdjnen in ju^ei gar-
ben jujammengeftellt Don Dr. Hermann
Sdiubert, ^rof. an ber eleb.rtenjdiule

bes Sobanneums in Hamburg. Sir. 81.

SunfffeIHge, Don ^Jrofcffor Slugufi
Slbler , irehtor ber h. h. etaatsober-

realfd)iile in SBien. Sir. 423.

Gogih. jpfnc^ologie u5 Gogfft 3r

Don ^rofefjor Dr. Sb,. (l}enb,an6.
SUtf 13 giguren. Sir. 14.

Gohotnolioen. Sifcnbaljnfa jrocugc
Don ft. MnnenIb,aI. I: ie Cohomotioen.

SKit 89 Slbb. im Serf u. 2 Saf. Sir. 107.

oon l&amp;gt;r. Hermann Seridjeineiler, etj.

^egierungsraf in Sirafsburg. Ttr. 6.

Qon5e5hn5e . (SHafcCoUjring.
D. prcf. Dr. 9L Cangenoeifii. Gfrafjburg
i.e. 9Kit 11 2Ibb. u. 1 fiarle. 2lr. 215.

Quolilafiot

Sl:ittl&amp;gt;fc
mil fijlfc fees Bofrofjrs

oon L&amp;gt;i . TOarttn fiengkin in greiberg
t. 6a. SRit 10 giguren. 97r. 483.

Oiibcch. Qau&eshunde ftcr ro^
liersogfumer Slecftlcnburg tu 6er

gveicj: u. ^Sonfcfiadt Ciibecft oon
Dr. 6eba!b6d)U5arj, SMrchtor b. Tleal-

fdjule 3m Som in CflbcA. 9Rit 17

Slbbilbungen unb Sarfcn im 2ejt unb

1 Uil)cgrapb,tfd)en finrte. 9lr. 487.

Guffs un6 Stteeresfiromnngen oon
Dr. granj Scrjulae, irehtor ber

9laDtsatiwt5W)ule 311 Cubech. 9271!

27 Slbbilbungen u. Safeln. 77r. 551.

Giiffung. Seijung unb Giiffwng oon

Sngenieur Gelatines Sorting in SMifieU

borf. I: as 5Bcfcn unb bie ^Se-

redlining ber fieijungs- unb Ciiftungs-

anlagen. ffitl 34 giguren. Tlr. 342.

II: 3)ie 21usfub,ruug bcr fieijungj-
unb Cuffunsoaulagen. 3HU 191 gi.

flurcn. 9lr. 343.
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Qulher, SRarfin, u. Shorn. 9Jlun;cr.
j

SlusgetDaplt unb mil (xtnleifungen unb

Slnmerhungen oerfepeu von
^rof.

.

23erlit, Oberleprer am Sliholaigpmna

ftum su Ceipjig. Sir. 7.

SRagnefismus . ShcoreUfdje }3hrj=

iih Ill.Scil: eiclilritflat u. Sllag=
nefismtts. 33on Dr. uftao Gager,

&quot;Profefjor an ber cd)ui|d)en ftod)jd)ule

SBien. mi 33 Slbbilbungen. Sir. 78.

Sldl^crci. !Brauerein&amp;gt;efen 1: 2:lal=

jerci oon Dr.
&amp;lt;p. reoerpoff, SMrtfetor

ber Dffcntl. u. 1. 6ad)f. OJerfucljsftaf. far

Sraiterei u. QUdljerei, foux b. Srauer-
unb Sllaljerfdjule 311 rinima. Sir. 303.

Snafdiinenbau, Sic iialhiilatipn im,
D. ong. ft. Set^mann, oj. a. 2ed)nih.

SUtenburg. ffiit 63 Slbbilb. 5k. 486.

3&amp;gt;ie 3Jla!crio! ten t&amp;gt;co 3iiafd)incn=
bones und der &amp;lt;lchfrofcd)nih

oon Sngenieur Prof. 55erntann TBilba.

mil 3 2Ifab. 31r. 476.

SRafcfyinenelcmenfe, fc.
^urjge&amp;gt;

fafctcs 2eh,rbucf) mil Seifpielen fiir bas

oclbftftubium unb ben
prahlijdjcn

e

braud) oon 3r. Sarfb, , Obcrtiigenieur
In Sifirnberg. 9Ult 86 giguren. 9?r. 3.

9Hafd)inen3cicf)nen , prahtif rfyco,

oon 3ng. ^Rid). 6d)iffner in

brunn. I: runbbegriffe,

921afd)inenfcilebi5 s

mil 60 Safeln. 5lr. 589.

II : Cager, Piemen- u. Seilfd)eiben,

3al)nraber, ^olbcn-^umpe. 921tf 51

lafeln. r. 590.

2]lahanali)ic DOII Or. Offo Koljm in

Sarmfiabf. mi 14 giguren. &amp;lt;Hr. 221.

Jlitn,v nn5 Octuicljlowcfcn
oon Dr. 2luguft Slinb, profefjor an
bcr fianbelsfdnile in S\ol\\. Sir. 283.

SUaterialpriifungsujcfen. Ginfiit)rung

in 6. mob. 2ed)nih b. OTafcrialpriifung
oon S\. Qftemmler, 2)iploni 0ngenieur,

ftflnb. OTitarbeifer a. fig 1. QRatcrial-

TJrufungsamte ju rofe-Ctdjterfelbe.

I: 5Katerialeigenfd)affen. geffig-

heit5Derfud)e. fiilfsmitfcl fflr gefttg-

teilsoerfudje. &amp;lt;fflit 58 gig. 91r. 311.

II: 33Jetallpriifung u. ^riifung oon

fiilfsmaferialien bes 9Kajd)tnenbaue5.

Saumaferialprufung. &amp;lt;papier-

prflfung. 6d)miermilfeIprQfung.

(fringes fiber TOefaIlograpl)ie. OTif

31 giguren. Sir. 312.

Cvcir{)tc{)tc bcr, oon
Dr. 21. 6turm, ^3rofeffor

am Ober-

gtjmnafium in 6ettenfteiten. 2h. 226.

9noihemaiifcf;e ^ortnelfammlung u.

StaKtifortum ber 2Hatl)etnafih, enfl). bie

roid)figf{cn gormeln unb Celjrfdrje ber

Slritbjiielih , Algebra , algebraifdjen

Slnalpfis, ebenen eomefrie, 6fereo-

mefrie, ebenen unb fpl)dri[d)en 2rigo-
nometrie, matb,. eograpb,ie, analpi.

eomefrie ber Gtbene u. b. ^aumes, ber

Different.- u. 3nlegralred)n. oon 0. Z\).

Siirhlen , JJrof. am fiql. ^ealgpmn. In

6d).=niiinb. 9Rif 18 giguren. 57r. 51.

SJlaurcr= uitJ) (oleinboiterarbeifen
oon

&quot;prof.
Dr. phil. unb S)r.-3ngen.

ttbuarb 6d)mift in Sarmftabf. SSanb.
d)en. gnuoielenfflbbtlb. Sir. 419 421-

sncd)anili. Sfjcorcl. l&amp;gt;0 )i h I. Scil:

&amp;lt;merl)onth unb iUhuffih. Q3on Dr.

lift. Sdger, Profefjor an ber Zed)-

nifd)en 55od)fd)ii!e in TiUien. 5Kif 19 2lb-

bilbungen. 57r. 76.

9!led)anifd)e technologic oon
e(&amp;gt;.

fiofraf &quot;Brofeffor 91. CiibiAe in Sraun-

fdjroelg. 2 Sflnbdjen. &amp;lt;r.340, 341.

Sncchlenbtirg. Canbeshnnbe ber

rof3bcr3ogiitmer 9HcrIilcnburg
u. ber ot-cien u. 5Sonfefiob! Q&*
bedm. Dr.6ebalb 6d)tDar3, Sirehtor b.

&amp;lt;Realfc!)ule jum om in Cube*. 5Kit 17

SIbbilbungen tm 2ejt, 16 Safeln unb
1 fiarte in CiHjograpbje. Sir. 487.

9QedtIenbiirgifd)e cfchjctyfe
oon

Oberlel)rer Ofto Q3ifenfe in fteubranben-

burg i. 521. Sir. 610.

SHeeresnunbe, ^ijrjftfrrjc, oon Tiro.

feffor Dr. erparb 6d)off, Slbfeilungs-

oorfteper bet ber eutfd)en 6eea&amp;gt;arte

in Hamburg. QKii 39 Slbbilbungen
tm Zeil unb 8 Safeln. Sir. 112.

sneeresffromungen. UufJ=: unb
Sneeresftromungen o. Dr. granj
6d)uhe, 2&amp;gt;ir. ber 9laDigationsfd)ule ju
Cube*. SJlii 27 Slbbilbungen u. Safeln.
Sir. 551.

9ncn|ri)Hd;c Corner, $cr, fcin Bau
unb feineSatigheffcn oon&amp;lt;. eb-

mann, Ober|d)iilrat in fiarbrupe. SRtt

efunbpetfsleprc o. Dr. med.fi.6eiler.

mi 47 Slbbilb. unb 1 lafel. Sir. 18.
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aHefallographie. fturje, gemeinfafelidje

arffellung ber Cetyre oon ben Site*

fallen unb ibreu Cegierungen unter be=&amp;gt;

jonberer 33erudtfid)figung ber QHefall-

mihrofhopie con prof. (. fiepn u. ^rof.
0. Sauer am ftgl. SHaferialprufungs-
atnt (r.*2id)terfelbe) ber ftgl. Sedjn.

od)fd)ule 311 Serlin. 1 : 51Ugem. Seil.

Wil 45 Slbbilbungen tin Sejf u. 5 Cidjf-

failbern auf 3 Safeln. Sir. 432.
II : GpejieUer 2eil. mi 49 21bb.

im3;er.fu.372id)fb.aufl93;af.&amp;lt;nr.433.

2HefaHurgie oon Dr. 9Iuguft eih,

in ftriftiansfanb (Sbrroegen). I. II.

mi 21 giguren. 31r. 313, 314.

SHefeore. Slffrononuc. Krone, 33e-

roegung unb Gnffernung ber fiimmels-

hSrper con 91. g. Sftbbius, neu bear-

bettet con Dr. 6erm. fiobolb, ^rof.
an ber Untoerfitat ftiel. II : fiometen,
9JIeteore unb bas 6ternfpftem. mi
15 giguren u. 2 6ternharten. 57r. 529.

3nc!corologtc oon Dr. &quot;JB. Sraberf,

&quot;Profeffor an ber UntDerftfaf 5Bien.

mi 49 &amp;lt;ybbilb. u. 7 Safeln. 3lr. 54.

233iWarftrafred)i Don Dr. 5Haj (Srnft

TOaner, profeffor an ber Unioerfitdt

etrafeburg t. (. 2Sbe. 3lr.371.372.

SRineralogte oon eb,. Sergraf Dr.
ft. 23rauns, &amp;lt;prof.

an ber Unioerfitai
Sonn. mi 132 Slbbilb. flr. 29.

SDinnefong un5 @prttd)5id)fung.
2BaIl)cr von 6cr Qogeltocibc nut
JiuotuaJjl otts SRinnefang uuD
&amp;lt;5prttd)dicf)fung. WMt Qlnnterhungen
u. einem 2Borferb. o. O. iintfer, *prof.
an ber Oberrealfdjule unb an b. ledjn.

55od)fcl)ule in 6fuffgarf. Sir. 23.

iffeHjocfydeitffcfy. 3&amp;gt;id^ittngen aus
mitfcll)oc!)dcu!}tl)cr ^ruf^ci!. 3n
ilusaab.! mit Sinleifung unb 2D5rfer-

b,erausgegeben oon Dr. Hermann
en, Strehtor ber ftontgtn Cuife.
le in SISnigsberg i.

&amp;lt;pr.
97r. 137.

TOfIicIF)orf)6ciif f cfjc romm afih. $er
SJibcIunfic 91o! in Slitstoa^I ttnd

mitfclJ)od)6culf cf&amp;gt;c
rammoiih m.

hurjem TBb rferbuci) D. Dr. &amp;lt;

JB. olfyer,

&quot;Prof. a. b. Unioerfifaf ftoflodi. 3lr. 1.

Snorflcnlanft. cfrf)tcf)lc des aMcn
Snorgenlanbeo oon Dr. gr. fiommei,
profeffor an ber Unioerfitat 5ffiitnd)en.

mi 9 Silbern unb 1 fiarfe. 9]r. 43.

SBorpfyologie u. Organograp^ie 6cr
^Pflanjen oon ^rof. Dr. OR. &amp;lt;norb-

baufent.fiiel. 3n.l232JbbiIb. 3tr.l41.

SKorlcl. Sic Cnduffrie 6cr hiinjl-

Itcljcn &amp;lt;Bauffetne tind 5es tmdr
Ids D. Dr. . ftauter in Cb,arloen.

burg. QKit 12 Safeln. 3Ir. 234.

aiun&aHeit, 3tc 6culfd)cn, D. Pr&f.
Dr. ft. fteis in QRainj. Tlr. 605.

!Q}undorient ^IaH5cuffcI)c, Don Dr.
Hubert rimme, Profeffor an ber

Unioerftfaf SKflnRer i. IB. 3lr. 461.

Slliin^rocjcn. 9/ian-, 9Run,v u. e*

ioid)lowcfcn o.Dr. Slug. 53linb, &quot;prol

a. b. fianbelsfd)iile in ^oln. 9lr. 283.

SRurner, Sljontao. SRarfin Qulfjcr
ttn5 Sfjomao SHttrner. Qlusgc-

uja^U u. m. (Jinleiiungen u. SInmerh.

Derfe^en Don Prof. . 23erlit, Ober!.

am tftiholaigpmn. ju Ceipjlg. 37r. 7.

3Ruftft, cfd)icf}fe 6cr alien o.tniffel

al!crnd)cn, Don Dr. 91. 9Kob,ler in

6feint)auf3en. 2 Sbd). 9R.
3at&amp;gt;lr.

9Ibb.

uub 5Rufihbeilagen. 91r. 121 unb 347.

SBttfinaHfdje Slhuffih Don &quot;Profeffor

Dr. ftarl 2. 6d)fifer in Serlin. 3Ril

35 tflbbilbungen. &amp;lt;Kr. 21.

rofttions(ehre)
DOU

II 9nttoM.3tofenbeifp. 3lr. 149,150.

2nufth8ff^ch Don Dr. fiarl runsfei)

in 6tuHgarf. &amp;lt;fir. 344.

9nufihgcfd)id)ic 6co 17. unb 18. 3a!jr*
bund erfs oon Dr. fi. runshn in

etutfgarf. 9lr. 239.

&htftKgcfd)id)fe fctl !Beginn bes 19.

Oafyrhunderfs Don Dr. ft. runsfcc

in etuttgart. I. II. flr. 164. 165,

Ollufihlehrc, SUIgemelite, Don

ftreb.1 in Ceipjtg. Sir. 220.

9Ia5cIbol3cr, Sic, oon Dr.

97eger, &quot;profeffor an ber

gorftahabemie 3U Iljaranbt. 9ZW 85

91bbilb., 5 2ab. unb Smarten. 91r.355.

Slobrungsmiffel. Csrnahrung unb
Stahrungsmiffel Don Oberftabsarji

profeffor 5. Sijd)off in Serlin. mi
4 Qibbilbungen. 57r. 464.

Slaufift. fiurser Slbrife bes taglio) on
Sorb oon i5anbel5fd)iffen angetnanbfen
2eils ber 6d)iffat)rt5hunbe. Q3on Dr.

grans Sd)ul3e, irehtor b. 3]aDigation&-

6d)ute 311 Cubedt. 9ft.5691bb. 97r.84.

bud) mil befonberer Seruchfid)tigunp
ber Umgangsfpradje oon Dr. Soljannes

ftalitfunahis, S)o3enf am 6eminar fftr

orient. 6prad)e in SJerlin. 31r. 585.
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Ucuruerjiiles
id)id)fe 6c 19. SofyrOttnfterfs con

Dshar3ager, o. foonorarprof. a.b. Unto.

&quot;Bonn. 1.23bd)n.: 1800 1852. Slr.216.

2. 23anbd)en: 1853 bis nbe bes

3ab.rt)unberfs. Sir. 217.

31cuIcflamcnIHd)c 3ctfgejid)id)fe
Don Lie. Dr. SB. 6taerh, $rof. a. ber

Unto, in Sena. 1 : &amp;gt;er h,i|torifd)e unb

luilturgejd)id)llid)e ftinfergrunb bes llr-

cfjriftentums. iSttt 3 flatten. Sir. 325.

II: 2)ie Religion bes Oubentums
im 3eitalter b. fiellenisnuts it. b. Tlomer-

^rrfdjaft. 931U 1 planfhijse. Sir. 326.

SUbclitnge 2lof, 25er, in SlusioahJ unb

miHelh,od)beulfd)c rammafih mil hur-

tern SBorlerbud) oon Dr. SB. olfyer,

T3rcfefjor an bcr Unio. S^oftcdt. Sir. 1.

Slorbifdje Qiteraturgcfd)id)le 1 : te

islanbi{d)e u. nonnc(iiid)e Citcrqfur bcs

^Hittdalicrs von l)r. Q33o!fgangoU^cr,
^rof . an ber Unioerf. Koftock. 97r. 254.

Shiljpjlan^cn von profeffor Dr. 3. 23e!)=

rons, ^3or[t. b. Srofs^cr^pgt. lanbtrirt-

irtjafiltdjen 13erhid)CanftaU 3lugu[!cn

berg. 9Kit 53 gtguren. Qk. 123.

Oie. $fe Rclfc iinD 6lc |owic bie

6etfen- u. fierjenfabrihation u. b.fiarje,

Cadte, 5inii{|e m. i^ren uMd)lig| t. fiilfs-

ffoffen con Dr. ftarlSraun in 53erlin. 1 :

tnfuh,r. in b-dljemie, Sefpred). einiger

6alje unb ber gctte unb Die. 91r. 335.

die unb &amp;lt;Kied)ffoffe, iUfherifdic,
oon Dr. g. &amp;lt;Kod)ufjen in 931i!ti^. WU
9 Mbbilbungen. 5Jr. 446.

Opiiit. @tnfitOrung in 5ic gcome*
Irifd)c Oplih oon Dr. &amp;lt;B3. fiinridjs

in QBilmersborf.Berlin. 5lr. 532.

Or!cnlalifd)c Gifcrafitrcn. Sie Ci
tcraiurcn des Orients oon Dr S

J1J.

fiaberlanbf, Priuatbojenl an ber Uni-

oerfitai TBien. 1: &amp;lt;Die Ciferafuren

Oftaficns unb Snbiens. Q7r. 162.

II: 2)ie Cifcraturen ber ^erfcr,
6emiien unb Iflrhen. 9]r. 163.

&amp;lt;Die d)rif(Hd)en Cifcraiurcn 5es
Orients con Dr. Qlnton 53nun;ftarh.
I: Ginleihtng. 2)as d)rifflid).arania

ifd)e u. b. hopfifcbe 6d)rifHuin.
V2h .527.

II: 2)as d)riftlid)&quot;arabi[d)e unb bas

5fhiopi[d)e 6cb,rifffuni. &amp;gt;as d)rtff-

lid)e tod)rifitum ber 21rmenier unb

eorgier. ?]r. 528.

Orfsnamen im cuffcf)cn, 0tc, i^re

(SntoidUung unb i^re fierluinft oon
Dr. %ibolf ^leinpaul in Ceipjig.

obits. Sir. 573.

Ofiafriha. (2ie beurjdjen ^olonien Iin
Don *53rof. Dr. ft. ooe. 93Ht 16

Safeln u. 1 litljogr. .fuirte. &amp;lt;Hr. 567.

fd)id)fe Don
&quot;prof.

i&amp;gt;r. granj
r.Saftrones, neu bearb. Don Dr.

^Jrof . a. b. llnio.
&amp;lt;Sra3.

1 : Q3Dii b. Urseil

b. 3. Sobe ftfinigs 5Ilbred)!s II. (1439).
mi 11 Stammiafelii. Q?r. 104.-- II: 93om Sobe ftonig 21lbred)fsII.

bis gum ^Beftf. grteben (1440-1648).
92iif 3 6tamnitafeln. *3?r. 105.

Qcmdesrutndeoon&ficrreid^lln*
garn con Dr. Sllfreb runb, prof.
an ber HniDcrfilat prog. $lU103;er&amp;gt;

illuitrafioncn unb 1 ftarte. 9k: 244.

Ouibtuo SHafo, ie 321eiamorp^ofcn
i&amp;gt;es. On 21iiswal)l mit ciner Ciinleit.

u. Slninerh. ^crauogegcb. con Dr. Gu!.

3ieten in granhfurt a. 9J?. Sir. 442.

33adags&amp;gt;gih im runbrif] Don
Dr. QB. 7lein, Sirehlor bes

Seminars an ber Unto. Sena. Sir. 12.

(&efd)id)ie 5er, con Oberlel&amp;gt;rer
Dr.

ft. QBeimer in TBiesbaben. Sir. 145.

33al(iogcograi&amp;gt;i)te. eologifdje e-

fd)id)le ber SJleere unb geftlanber oon
Dr. granj fiofimat in IBien. SJllt 6

ftarten. Sir. 406.

qjalaoKlttnafologie oon Dr. OBHI). .

e&arbt in SBeilburg (Cal;n). Sir. 482.

Palaoniologtc con Or. Qlub. ftoernes,

^rofejior an ber UniDcrfitiit raj.

SJlit 87 SIbbilbungen. Sir. 95.

unb SJbflammungsrefyre oon Dr.

fiarl iener, profejior an ber llniDcri.

TBieit. SJlit 9 SIbbilbungen. Sir. 460.

Paldffina. on6cG= u. ^oUtshunbe
Baiiiflinos D. Lie. Dr. 0uttao(ttfcb*r
i.SJallc. S31.85Jollbilb.u.lft. Slr.345.

^arallclperfpehtioe. 9led)fu)inhlioe

unb teiejiuinhlige Sljonomelrie Don

TJrofeffor 3. SJonberlinn in SHiinfler.

OKit 121 giguren. Sir. 260.

&amp;lt;perfonennamcn, Sic bculfd)cn t DOH

Dr. iRub.ftleinpaulmCeipjig. SJr.422.

pelrograpfjic oon Dr. SB. Srubni.

^rofefior an ber 53ergahabemie Glaus-

t^al. Slltt 15 SIbbilbungen. Sir. 173.

e, 2)ie, ibr 23au unb it&amp;gt;r Ceben

oon profeffor Dr. e. Sennerf. SHil

96 SIbbilbungen. Sir. 44.
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2Uhcrbau= und
Don Dr. lAiui

in (Sffen unb Grnft Cangen-
be* in rofe-Cicbterfelbe. Sir. 232.

r. IB. Sftigula,

profeffor an ber gorftahabemie Ctife-

nad). 1: Slligemeine Siologie. SHU
43 Slbbilbungcn. Sir. 127.

&quot;Pliai^citcrmi-jrmtg. SlgrihuHnr*
cljcnttc I: pflansenernah.ritng con
Dr. fiarl rauer. Sir. 329.

&amp;lt;

Pf(an3ettgeograp!)ic con Profeffor Dr.

CubuMg &amp;gt;iels in Sftarburg (fiefjen).

Sir. 389.

33flan3enftranhi)etfen Don Dr. 1C enter

griebr. i3rudt, &quot;prioafbojent in iefoen.

9Rii 1 farb. af. u.459lbbilb. 97r.310.

logic . Organograpfyie d.^flan-
3CH con

&amp;lt;pref.
Dr. 9ft. Slorbl;aufen

in Sid. 9Hii 123 Qlbbilb. Sir. 141.

13flati3ettpl)i}ftologie Don Dr. Qlbolf

t, &quot;^rofeffcr
an ber llniDei-ftfaf

9!W 43 SJbbilb. Sir. 591.

ic &amp;lt;5iammc des,
con &amp;lt;priontbo3ent Dr. Robert pilger,

Suftos ant gl. 23ofanifci)cn (Sarlen in

23erlin&amp;gt;Sot)!em. 9nif22?!bb. Sir. 485.

fran3cnu&amp;gt;cll, Sic, 6cr ewaHcr
oon Dr. 13. 9RlguIa, &quot;prof.

a. b. gorfiah.

fiifenad). 927it 50 &amp;lt;Ubb. 9k. 158.

IJfraitaenjeHenleJjre. CeUcnle^rc
und SInafomie 6cr $&amp;gt;jlast3cu Don

&amp;lt;prof.
Dr. ft. 92tie!)e in Oeipjig. 9R

79 Slbbilbungen. &amp;lt;Rr. 556.

IJQarmaftognofte. Don 9Ipofl)eher g.
6d)initfl)enner, Slffift. a. Solan. Gnftif.
b. 2ed)n. fiod)i d). fiarlsru^c. 91r. 251.

(

Pfyarma3cufifd)e Gfjcmic DOU ^rioat*
bojent Dr. (. 9Kannt)eim in 23onn.
3 Sanbdjen. Q]r. 543/44 u. 588.

Wlologic, efcfjfc^fc ft.hlofytfc^cn,
D. Dr. HMlt)elm firoll, orb.

&quot;prof. a. b.

UntoerfHfll SHCnfter in IBefff. 97r. 367.

^^Hofop^ic, Ginfaf)rung in 5ie,
oon Dr. QUaj ICenffdjer, &quot;profcffor an
ber UniDerfitat Sonn. 91r. 281.

q}^ilofop^ic,efch.dcr, IV: Sleucre
lif)i lofopf) ie b. Sianl D. Dr.23.23aud),

^rofeffor an : er Unto. Sena. Sir. 394.-- V: Ontmanuel Rant von Dr.
Sruno Saud), ^rofeffor an ber Uni-

oerfitat Sena. Sir. 536.

lUofopfytc, ($efd)id)fe ocr,
i: ic &amp;lt;pf)ilofop!)ie im erffen
Srillel fces 19. Gafyrfyunftcrfs
Don 2lrtb.ur Sreros, &quot;Prof. b. *pl)tlo-

fopb.ie an ber 2ed)n. fiodjfdjule tn

Karlsruhe. Sir. 571.

fiaupfprobleme 5er, non Dr. eorg

6immel,
(

prof.a.b.UniD.23erlin.31r.5pO.
3)fnd)ologie und Qogih jur Cstuf.

in bie &amp;lt;pt)ilofop!)ie
oon &quot;profeffor

Dr.

Sb. Slfenbans. SKit 13 giguren. Sir. 14.

rofefjor an ber h. h. rapl)ifd)en Ce^r-
unb Berfudjsanftall in IBien. SKit 3

Safeln unb 42 Slbbilbungen. Sir. 94.

infih, Hbeorefifd^e, Don Dr. uftao

Sager, profeffor ber &quot;Pb^fife
on ber

2edmifd)en fiod)fd)ule in IBien. I. Sell:

921ed)anih unb Slhnffih. S31it 24 Sib-

btlbitngen. Sir. 76.

11. 2eil: Cid)t unb SBarnte. 921if

47 Slbb. Sir. 77.

III. 2eil: (Elehtrisitaf unb 93kgne-
fismus. 9J7it 33 Slbbilbungen. Sir. 78.

IV.Seil: g!clUroinagnetifd)e Cid)t

tl)eorieu. eiehtronih. 937.21 gig.97r.374.

efd)id)!c 6cr, oon &quot;Prof.
SI. fiiffner

in IBertbeim a. 937. I : Sie &quot;pbpfto bis

37eu)fon. 937it 13 giguren. Sir. 293.

11 : S)ie *pl)i)fih oon S7euifon bis jur

legentoarf. 93Ut 3 giguren. 37r. 294.

goben Don
Profeffpr

Dr. &amp;lt;R. Slbegg u.

&quot;Pnoafbojent Dr. u. 6aAur, beibe an
ber UniDcrfiftit Sreslau. Sir. 445.

nfihalifd)e Slufgabenfammrung
Don . 927abler,

(

profef|or ber 937a-

f^emaHh u. *pt)i)fih am pmnafium in

Him. S37if ben Skjullaten. S7r. 243.

Don
. 93lat&amp;gt;ler , Profedor am nmnaftuin

in Ulm. 921tf 65 giguren. 91r. 136.

jofthalifdjc &amp;lt;fflefVungsmcH)ooen D.

Dr. U3tIb.Sal)rbt, Oberl. a. b. Oberrcol-

fd)itlei.r..2id)tcrf. 921. 49g. 91r.301.

nfioIogUd)e Gljcmic Don Dr. med.
94. Cegal)n in Serlin. I:

tion. gnit 2 Safeln. Sir. 240.
II : Mmilation. 921i{12af. 91r.241.

fifd)e (Seograpl)ie oon Dr.6iegnt.
unll)er, prof. a. b. Sgl.Sedjn. 55od)jd),

in9Ilund)en. 931H 32 Slbbtlb. Sir. 26.

ifd)e SRecrcshunbc Don ^rof. Dr.

rb. 6d)o!t, Slbteilungsoorfieljer bet

ber l)euffd). Seetxiarte in Hamburg. SJlif

39 Slbbilb. im 2ejt unb 8 laf. Sir. 112.

17



ic. Sine (Sinfttyrung in Me
nfnis ifyrer gormenretyen con

Prof. Dr. . Cinbau in Berlin. Silt

10 gigurengruppen im Serf. Sir. 574.

IJIancfenfnftcm. 2lffronomie (flkfifee,

23en&amp;gt;egung unb (Snffernung 5. ftimmete-

h5rper) Don 51. g. Sttobius, neu bearb.

con Dr. fierm. ftobolb, ^rof. an ber

UntDcrfitfit fitel. I: 2&amp;gt;as fUantfen-
ftffem. mil 33 Slbbilbung. Sir. 11.

3Haffift, Sic, 6co Slbcn&Iandco oon
Dr. fians 6tegmann, SMrehtor bes

23anerifd)en Slationalmufeums in SKfln-

d)en. SJlit 23 Safeln. Sir. 116.

Sic, foil a\cfltnn Oco 19. Gar&amp;gt;r=

rjun&erf s con 91. fieUmcpet in &quot;Mm-

d)en. SJlit 41 33oUbtlbern. Sir. 321.

Plalfdetttfcfye SKundarfen oon Dr.
fiuberf (Brimme, ^rofeffor an ber lint-

uerfifat ffllunfter i. 2B. 0]r. 461.

Vociih, Stettffche, oon Or. fi. Sorinshi,

&amp;lt;prof.
a. ber Unio. 5Kiind)en. &amp;lt;Jlr. 40.

flrom u. ^olarlid)! D. Dr. 21. Slip.

polbt, Sftifglieb bes ftgl. Preufeiidben

ffiefeorologifdjen Snftitufs 311 &quot;pofsbam.

9Kit 152IbbiIb. unb 7 Safeln. 5lr. 175.

l?-olnifd)e cicl)tcl)f c oon Dr. Clemens

Sranbenburger in &quot;pofen. 5^r. 338.

13on::nern. Qandeshundeoon^onts
merit con Dr. 78. 2)eeche, ^rof.
an ber Unioerfitdt greiburg i. 93.

2RU 10 31bbilb. unb fiarten im Zejci

u. 1 fiarfe in 2ifb,ograpl)ie. Qk.575.

porfugiefifcfye Ciferafurgcfc^ic^ie
oon Dr. S\arl Don

profeffor an ber fi5nigltcb,en 2ed)nifd)e

fiod)jd)ule 9Kund)en. &amp;lt;)lr. 213.

II: 713cbcrct, QUirhcrci,
mcnlicrcrci, Gpil}cn= ttn5 Oar*
dincnfabriluilton und Ri(,)fabrU
halton oon ^rof. 937ar iirfler, et).

Q^egierungsrat im figl. uanbesgcujcrbe-
ami ju Serlin. 9Rit 29 gig. &amp;lt;Jlr. 185.

poffrccf&amp;gt;f Don Dr. Sllfreb fflolche, &quot;poft-

infpehfor in 53onn. 57r. 425.

^rcHluHrocrh^cugc, Sic, Don 2)ipl..

3ng. &amp;lt;p. 3lii5, Oberlebrer an ber fiaif.

Sedjnifdjen 6ct)ule in totrafeburg. 931if

82 giguren. &amp;lt;fir. 493.

)
- qjrcufjif ci&amp;gt;c cfd)iri)Ic

Don rof. Dr. TO. S^amm, 2&amp;gt;irehtor

bes fiaifer 2Bilr&amp;gt;elm5.pmnafium5 in

Ononfabaur. ?lr. 600.

13rcufjifdjcs etaaiorcd)! Don Dr. ftrif,

6tier=toomlo, ^rofeffor an ber Unioer-

fitat 23onn. 2 Seile. 5lr. 298, 299.

&amp;lt;fndjiafrie, gorenftf ch.e, Don ^rofeffor
Dr. 2B. 5Bcpganbt, Sirchior bcrGrren-
anfialt griebridjsberg in Hamburg.
2 Sanbd)en. 9lr. 410 unb 411.

33fr)d)ologie und Cogih jur (JinfC^r.
in bie ^ilojopljie non ^rof. Dr. Z\).

C[fenl)an5. TOit 13 giquren. Sir. 14.

ifih, runftt
Dr. . g. :

9HU 3 giguren. Sir. 98.

13fnd)opr;i)fih, @rundfif} dcr, Don

^rofejjor Dr. . g. Cipps in 3Qrid).

33uutpctt, 0)rudtu)affcr u.

luff= -Hnlagcn. (Sin luirjer Ilberblich

opn 25ipl.-3ng. Rubolf Q3ogbf, ?le-

gierungebaunietfler a. 2). in Slacken.
TOit 87 Sibbilbungen. Sir. 290.

Quellcnhunde Dcr 5etiffd)en (9c=

fd)fcf&amp;gt;fe
won Dr. darl Sacob, prof, an

b. llnio. Siibtngen. 1.23anb. Sir. 279.

!Ra6toahltuifiil non 2)ipl.3ng. IBilbelm

grommel. mil 21 SJbbilb. Sir. 317.

7lcci)itcii, $as, in tier 2cd)inh unb

feine5iIf5miHel(
(

Red)enfcl)icber )

&amp;lt;

Red)en.

fafeln, &quot;Kedjenmafdjinen ujus.) oonSngc-
nieur Sol). (Sugen Sfiaper in grei

burg i. 23r. 9Ril 30 SJbbtlb. Sir. 405.
-

&(iufn!tinittfd)cs, Don prof. Q^idjarb

3ufl, Oberlebrer an ber Djfentlidjen

ftanbclsletjranftalt ber Sreebener fiauf-

mannjdjaff. I. U. III. S7r. 139, 140. 187.

2icd)t des 73itrger(id). 0)cf cf;bud)cs.
rftes Sud) : 2111gemeiner Seil. I : ain-

leitung Ceb,re Don ben perfonen u.

D. b. 6ad)en oon Dr.
&amp;lt;paul

Otrfmann ,

&amp;lt;prof.
a. b. Unio. Crlangen. 37r. 447.-- II : firtDerb unb Q3erluft , ellenb-

madjung unb
6d&amp;gt;u^

ber Hecrjte oon
Dr. *paul Oertmann, Profeffor an
ber Unioerfitat ^rlangen. Sir. 448.

Suites Sud): 6d)ulbred)l. I. 2!b-

teilung: SUlgemeine 2eh,ren Don Dr.

*paul Oertmann, Profefjor an ber

UniDcrfifaf Crlangen. Sir. 323.-- II. Slbleilung : S)ie einjelnen 6d)ulb-

DertjfillnifjeD.Dr. pauIOerlinann. prof.
an ber lintoerfitat (Srlangen. Sir. 324.

3)rittes 53ud) : 6ad)enred)f oon Dr. g.

^reljfdjmar, Obevlanbesgerid)f5raf in

resben. I: Slllgemeine Cehjen. 93e-

fitj
unb eigenfum. Sir. 480.
II: Segrenjfe ^cd)fe. Sir. 481.

Q3ierfes 23ud): gamilienredjt Don Dr.

fteinrid) li^e , &amp;lt;rofeffor an oer Uni-

Derfitaf otlingen. Sir. 305.
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Red)!sgefd)id)fe, Romifctye, oon Dr.
Robert oon Sftanr, &amp;lt;prof.

an ber

&amp;gt;eutfd)en UntDerfifat &amp;lt;prag. l.Sud):
2&amp;gt;ie 3eit bes Q3olhsred)tes. 1. ftalfte:

2&amp;gt;as offenftidje &amp;lt;Red)f. Sir. 577.

2.fidlffe: 3)asprloatre*f. Sir. 578.

2\cd)lGfd;s;ij, Ser infernafionale o,c=

wcrfcfidjc, Don 3. Sleuberg, ftaiferl.

Tiegierungsrat, Sftttglteb bes SUtlfcrl.

&quot;palenfamts 311 Serlin. Sir. 271.

Red)tsn&amp;gt;iffenfd)aff, (Sinfiiijrung in

die, Don Dr. Styeobor 6fernberg in

Serlin. I: SUeftjoben- unb Qucllen-

lepre. Sir. 169.
II: 2)as 6pftem. Sir. 170.

Redcle^re, Oculfdjc, oon fSans probif,

pmnafialprof. in Samberg. Sir. 61.

Reoefdmfi fiepe : 6tenogrcipt)ie.

Reidjsflnonsen, ie Cnftoidt(ung
6er, Don &quot;Brafioenf Dr. &amp;lt;R. van ber

Q3orgh,f in Serlin. Sir. 427.

Religion, tc (fnftutdtlung ber
cfyi ifHirfyon, innertjalb bes Sleuen

Seftaments oon &quot;Profeffor Dr. Lie.

Carl Clemen. Sir. 388.

3&amp;gt;ie, bes Gubcntums im 3eifalfer
bes fiellenismus unb ber ^6merherr=
fdjaft Don Lie. Or. QB. 6faerh (Sleu-

teftamenfl. 3eilgcfcf)id)le 11.) 9Hif einer

TJIanfhi33e. Sir. 326.

Religionen ber 3iafuroolher, Sic,
Don Dr. t). 21d)elis, &quot;profeffor in

33remen. Sir. 449.

Religionswiffcnfd)aff, Wbrift ber
ocrglctd)cn5cn, Don Profefjor Dr.

Zt). lUajehs in 33remen. Sir. 208.

Renaiffance. ie Aiulfur ber Res
naiffance. cfilfung, Sorfdjung,
3)tri)fung oon Dr. &quot;Robert g. 2Irnoib,

prof, an ber Unioerfifat QCien. Sir. 189.

RepfiHen. 2&amp;gt;as SicrrctrJ) HI: Rep*
filien unb Slmp^ibien. lion \)r.

gran3 SBerner, Crofeffor an ber llni

oerfttaf SBien. SHif 4891bb. Sir. 383.

Rfyeinprooin^, Qanbeshunbe ber,
Don Dr. U 6feineAe, 2)irehfor bes

Slealgpmnafiums in Gfjen. SIlit 9
&amp;lt;Ubb.,

3 fiarfctjen unb 1 fiarte. Sir. 308.

Ried)ffoffe. 4ill)erifrf)c die itnb

Ried)ffoffe oon Dr. .
&amp;lt;Rod)uffen jn

3. SKif 9 Slbbilbun.qen. Sir. 446.
Roman. &amp;lt;&efd)id)fe 6co dettffd)cn

Romans D. I )r.55ellin.52?ielhe.9lr.229.

Homantfrljc &amp;lt;5prad)t))tffenfd)aff oon
Dr. aibolf Sauner, &quot;Profeffor an ber
Unto. raj. 2 53flnbe. 91r. 128 250.

Romifd)c ^Uicrfumshundc von Dr.

Ceo 23loci) in 2Bten. 9R.8 Q3ollb. 3Jr. 45.

Romifcfye efchid)fe uon ^ealgpm-
nafial-2)irehfor Dr. 3ul. ^oct) in rune-

toalb. 3Rr. 19.

5?bmifcl)c Qifcrafurgcfcf)id)lc oon Dr.

Hermann 5oacl)im inwamburg. ^r.52.

5 gried)ifd)e SHnf^oIo^
gie oon &quot;pro|.

Dr. Hermann 6teubing.
T^ehfor bes ijmnaftums in 6ct)neeberg.

r. 27.

Ruftlano. Rttffifd)e cfdjid)lc DOU
Dr.

&amp;lt;3Bill). Tieeb, Oberlebrer am Offer-

gnnmafium in QUains. 5Jr. 4.

Qanoesfutnde 6cs (Suropaif^en
2luf;!anii5 nebft Jyinnlands DOU

Profcfjor Dr. 31. ^b.ilippfon in 5aUe
a. 6. 3lr. 359.

Ruffif d&amp;gt;

= cuffd)cs efprad)5bitd)
Don Dr. C^rid) Serneher, profefjor an
ber UniDerfifctt 93Kind)en. 3lr. 68.

Ruffifd)e &amp;lt;&rammatih Don Dr. GrLli

23erneher, &quot;profeffor an ber Unioerfi-
tat &amp;lt;ffiitnd)en. 9]r. 66.

Dr. 2b,eobor oon Saroraijshn in Jjeip-

jig. Sir. 315.

Rttffifd)es Cefeoud) mit lofjar oon
Dr. (Jrid) 53erneher, profeffor an ber

Unioerfifat Slundjen. 2tr. 67.

Riiffifd)e Qiferafttr oon Dr. Sri*

Soelpe, Cehfor a. berfianbelst)oa)fa^ule
23erlin. I. ileil: Slustnab,! moberner

profa unb
&quot;poefie m. aus[iib,rlici)en 5Jn-

merhgn. u. ^hjentbeaeidjnung. $r. 40.^.

II. Seil: BceBo^ojii. FapinnHx,
%imerhungen unb
Hr. 404.

Ruffifd&amp;gt;e Ciferalurgefd)id)le oon Dr.

eorg &quot;polonshij in 9JJund)en. 9lr. 166.

Rttffifdies a^oltnbclbud), 5l(cinc5.
Don Dr. (rid) Soel;me, Cehfor an ber

55anbelsl)od)fd)ule 53erlin. Tlr. 475.

ad)cnrcd,l. &amp;lt;Hed&amp;gt;f
5. 75urgcrl. e*

fef}oud)es. Grilles Bud) : (5ad)en&amp;gt;

re^t oon Dr. g. i\rel}fd)mar , Ober-

lanbesgeridjfsrat in Sreeben. I: 91U-

gemeine Oet&amp;gt;ren. Seft^ unb Ctigentom,-- II : Segrensfe ^Reaite. Sir. 480, 481.

Sadjs, 55ons. aiusgeuja^lt unb erlSuf.

oon &quot;prof. Dr. Sulius 6a^&amp;gt;r. 3tr. 24.
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&amp;lt;5ad)fcn. Gadjfijdjc cfd)id)Ic oon

profefjor Otto fiaemmel , 7?ehtor bes

Sliholaignmnafiums 3. Ceipjig. 9k. 100.

Candcsfwnbe bes ^iwnigrcir.jo
&amp;lt;5ad)fen con f)r. 5. 3*mm rid). Ober-

lefyrer am Qfaalgnmnafium in 33lauen.

9flit 12 9Ibb. unb 1 fiorte. 9k. 258.

augefiere. Sas SierrcicI) I: @auge
Here Don Oberftubienral Profefjor Or.

fiurt Campert, TJorfteljer bes fiBnig-

lidjen 9}aturalienhabme[fs in Stuttgart.
ffllit 15 Qlbbtlburaen. 9k. 282.

@d}atfcnhonf(ruhtioticn Don ^3rofcffor

3. &quot;Bonbedinn in Qliiinfier. 92W 114

giguren. 9k. 236.

Sd)iffs mid 5&quot;;iif!cnarfiIIcric bio

jur egcntoari , S&amp;gt;tc (n! tuf rhhtr.t)

ocr, con fiorDeffenhapitan tuning.
mil Olbbilb. u. labellen. 97r. 606.

oon rl)Ieottg
land uno Ocr frcicn unb 55cnfc=
ftadf Hamburg oon Dr. ^aul
iSambritd) , tllbteihnigsDorfte^er am
Snufeum filr Q3olhcrhunbe in iSam-

burg, ffiit 9IbbiI5., &quot;planen, &amp;lt;BrofiIen

u. 1 iiarte in Cifbograpbte. 97r. 563.

chlcufcnbau. 5ional&amp;gt; u. &amp;lt;5d)!eu=

icnbau con T^egierungsbnumeiffer
Otto Happolb in otutfaarf. 9Kit 78

SIbbilbungen. 9]r. 585.

@tf)tnaifpurbaf)ncn (fiictn-, Qlrbeits-

unb Sclbba^nen) o. 2)ipl.-Sng. 9luguft

Sos^art in 9]0rnbcrg. 22W 99 2lb-

bilbungen. 9Jr. 524.

ochmaroger un5 Giljmaroljcvfum
in derSicrtocIf. Grfic (iinfu^rung in

bie Hcn|ct)e Scf)maro^erlumbe pen Dr.

5ranj D. ^Bagner, a. o. ^rof. an bcr

Unto. raj. 92W 67 9itb, 9lr. 151.

djrciner = SJrbcifcn.

rialicii,

ffjinctt,

n, ^rcppcn, Siborfc con JJrof.

&amp;lt;. ^id)U)cger, tlrdjiicht in fiftln. mil
628 gig. aiif 75 lafcln. 9]r. 502.

2lcd)i Oes

I. 2IbfeiIung: SlUgc-
mcine Cetjren con Dr.

&amp;lt;paul Oerfmaim,
^rof. a. b. Unb. CSrlangen. &amp;lt;Hr 323.

II. &amp;lt;HbIeUung:3Meeiii3dnen6dnilbs

Derh,Sltniffe Don Dr. Paul Oerfmann,
IJrof.an ber Unio. (Jrlangen. 91r. 324.

eci-,u!c, die ftcuifcljc, im Sluslanfce

9Imrl)ein , 6eminar.Ober-
tcl&amp;gt;rer in r. 259.

s oon

ttrnjt 5}ettcrlein in Dannftabl. I: 2)as

6d)uU)nit5. mil 38 Tlbbilbimgen. II:

2)ie 6d)ulraume 2)te 9lebenanlagcn.
0it 31 91bbilbungc:i. 9k. 443 u. 444.

Sdjulprajis. 9Krtbobih ber OJoIhsfdjule

Don Dr. Ox. Sei)fert, Seminarbirehtor
in 3fa&amp;gt;pau. 9ir. 50.

bucfj Don Gelatines 97eitl)au5, Sojent
ber neunorbifd)en Spmctjcn an ber

liniDcriitat Serlin. 9k. 555.

cf)tt&amp;gt;e&ifd)cs Cefcbud) jur Ginfu^rung
tn bie Slenntnts bes l)eutigen Sc^me-
bens mil QBorferDerjetdinis Don Go-

Cannes 9leu^aus, Sojent ber neu-

norbifctjen 6prad)en an ber llnber-

fliflf Berlin. 9k. 554.

Sdjtoeifj* unft

OJiefe

2)os iiulogene, Don Sngenieur ftans

fe in S^iel. mil 30 gig. 9k. 499.

oon Dr. fi. Sanbliher, ^Jrofefjor an

ber UniDerfitcit 3ihid). 9k. 188.

Canbeshunde 6:r
&amp;lt;5chn&amp;gt;ei3

Don

^prof. Dr. 55. TBalfer in Sern. 921if 16

SIbbilbungen unb 1 fiarte. 9k. 398.

&amp;lt;3d)u&amp;gt;imntanffaHen. off cnl!. 13a5c=
und &amp;lt;5clj;oijmanffalicn Don Dr.

frail QSolff, 6tabt0berbaurat in ^5an-

nooer. 9Jlit 50 giguren. 9lr. 380.

Gccntarf)!, 3)ie, in ber fcculfdjcn

cfd)ichfc Don SBirhl. 9lbmiralitats-

rat Dr. (srnft oon ioalle, ^rofefjor an

ber UntDerfitdf Berlin. 91r. 370.

Secrerf)!, as 6eifd)c, oon Dr. Otto

SJranbis, Oberlanbcc-nend)tsrat infiam-

burg. I. 9U(gemeinei2el)ren: &quot;^erjonen

unb 6ad)cn bes 6eereci)fs. 9]r. 386.
---

I1.2)ieeiii3elnenfcevecl)tlid)en6d)u!b-

Derijciltnifie: Q3ertrage bes 6eered)fs u.

aiifterDertraglid)e ioafiung. 97r. 387.

&amp;lt;Sdfenfabrihaiion, Sic, die &amp;lt;5eifen&amp;gt;

onolnfc u. 5. Mer^enfabrihation
D. Dr. iinrl 93raun i. SBerttn. (2)ie gette

unb Die II.) 3Rtf 25 9!bbilb. 97r. 336.

c
&amp;lt;5prad)n&amp;gt;tffenfd)aft

oon

Dr. G. SrodieSinann, ^rofeffor an ber

lIniDcr|itaf Sonigsbera. 9k. 291.
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etlihale. Qndttfirfc oer oHthaJe,
der hiiitfllirfjen Bauflciuc u. DCS
Snbrtels oon Dr. uftao tauter in

&amp;lt;t&amp;gt;arlottenburg,
I: las unb hero-

mifcbe Snbuftrie. QRit 12 Xaf. 9k. 233.--
II:&amp;lt;Die3nbuftrieb.hunftl.23aufteine

u. 6. Qlttrtels. Wit 12 Saf. Sir. 234.

Simpltcitis &amp;lt;5impHdffftnus con fians

Sahob (b,riftoffel D. rimmelsb,aufen.
3n $Iusu)ahi berausgegcben Don Pro-
feffor Dr. g. Sobertag, Solent an ber

UntperfiiSf SSreslau. Sir. 138.

&amp;lt;3nandinaoien, Canbeshunde oon,
(Sctwefcen, 9lonoegen unb cinemarh)
con fieinrid) fterp, fireisfdjulinfp. in

ftreujburg. OR. 1 1 Slbb. u. 1 ft. 2k.202.
e Ciferafurgcfctyictyle o. i&amp;gt;r.

Soief ftarajeh in QBien I : &amp;lt;Uerc Cite-

ratur bis jur &quot;ffiiebercieburf. 9Jr. 277.-- II : 2)as 19. 3nl)rl}unberf. ftr.278.

&amp;lt;5o3talc ^rage. Sic
dcr foetal. Sragc oon

D-.gerbin. Ifinnies. ^r. 353.

Sc3Ja!ucrftcf)ermtg DOU &quot;^rof. Dr.
^llfreb OTanes in Berlin. 9lr. 267.

(sojtologie oon ^rofefior Dr.

2ld)dis in Bremen. 3lr. 101.

Or uflao 5)icrchs. 2k. 266.

Qandesfuiitde 5er Obcr
SSaEbinfel D. Dr. grt 9?egd,
an 5er Unio. IBuraburg. 5BIU

d)eu unb 8 ^Ibbilbungen im 2ejt unb
1 ftarfe in gorbenbruch. 9k. 235.

&amp;lt;5pamfci)e ^andelshorrcfponbenj
DOII (Jr. SUfrebo ^labal be Q2tarie3=
currena. &amp;lt;Hr. 295.

panifd)c Ci!eraiurgcfd)id)lc D. Dr.

Hubolf Seer, TSien. i. ll.71r.167, 168.

Sipeicfyer. GnduffrteUe n5 gctocrb=

ItcIjcJBnuIcn (6peict)er, C\igerl)ait)er

unb gabrihen) opn Slrcljifehl J5einrid)

ealjmann in 2)ufjelborf. II: 6peicl)er
u. Cagerbjiufer. mi 123 gig. Tlr.512.

epinncrei. Seffil = Gnbuftrie I :

&amp;lt;5pmnerei und 3wtrnc ci Don

^rof. QRaj urtler, e^. Qiegierungs.
rat im ftonigl. Canbesgetoerbeamf ju
Serlin. mi 39 giguren. &amp;lt;Ur. 184.

SpHjcnfabrihatton. ZfUO5u&amp;gt;
(trie II : 2cbcrci, 2irhcrci, q5o=
famcniicrcrct, (5piljcn= u. &amp;lt;&at

diuciifabrthat. . Sil3Jabrihafion
Don prof. 9Kaj artier,

e^&amp;gt;. Regier.-
^Rat im ^Sntgl. Uanbesgeroerbeamt AU

23crlin. 9Kit 29 giguren. 9lr. 185.

SJtif

oon 6er

Q3ogc!rt ci5c mil Slustoo^I aus
2Rinncfang iui6

&amp;lt;5pru&amp;lt;^6i0tung.

9Kit5lnmerhungen u. einem QBfirterbu^
D. Otto untter, Profeffor an b. Obcr.

real[d)ule unb an ber 2ed)nifct)en fioci).

fctwle in 6tutfgart. 51r. 23.

&amp;lt;5taatslefyre, SIHgcmeine, Don Dr.

Hermann 9?e^m,
&amp;lt;

profe[for an ber Uni-

oerfitat 6traJ3burg i. . Tir. 358.

(5taafsrecfyt, 2Ulgcmeincs, Don Dr.

Sulius natfcbelt, ^rof. b. Kea^fe a. b.

UniD. oftingen. SSbct). flr.415 417.

Gfaafsrccf)! , ^Prcttftifcftes, oon Dr.

gritj Stter=Somlo, Prof. a. b. Uniocr-

fifcit S3onn. 2 2eile &amp;lt;nr. 298, 299.

&amp;lt;5fammesnttnoe, 5)eu!fcl)c, oon Dr.

Rubolf 9Jiud), a. o. ^rof. a. b. Untc.

5Bien. 537. 2 fiarf. u. 2 2af. &amp;lt;J}r. 126.

Sfalth Don 3B. fiauber, 5)ipl.-3ng.
I. Sell: ic &amp;lt;S&amp;gt;run6IeJ)ren 5er
efoiih ffarvcr ^brper.
82 giguren. 9Jr. 178.-- H. 2eil: SIngeioanbfe
2IJit 61 giguren. &amp;lt;Hr. 179.

&amp;gt; rap^ifd)c, oon ftgl. Oberleb,rer

Sipl.-=5ng. Otto i5enhel in &quot;Kenosburc].

ffiit oielen giguren. Qlr. 603.

(otemfyauci urbciien. S!laurei-=

teinJjaucrarbcilcn con
D-. phii. unb 2)r. -5ng.
6d)tnitt in Sarmftabt. 3 Sanbdjen.
mi Dielen Slbbilbgn. Qk. 419 421.

Stenographic. cfd)trf)ic dcr 6ic&amp;gt;

nograpfyie DOU Dr. Arthur 32ien^ in

ftonigsberg i. ^r. Qk. 501.

(stenographic n. d. &amp;lt;5j)f!ent o. S
obelsbergerD.Dr.9llber{6d)ramm,

Canbesamtsaif. in Sresben. 3k. 246.

25Je 3?c5cfcI}viiJ des (3abc^=
bergcr)cl)cu (cnffems Don Dr. 2IU

bert 6d)ramm , Canbesamtsaffeffor
in Sresben. Olr. 368.

QeQrbud) 6. 2Jcreinfac^lcn 2)cu!

fdjen (5fenograp^ie ((finig.6pftem

6tol3e-6cb,ret)) uebft 6d)ltiffel, Cejc-

ftflchen unb einem 2lnb.cmg Don Dr.

Slmfel, 6tubienrat bes ftabettenhorps
In Sensberg. 9k. 86.

!Re&efd)rifi. Cebrbud) ber Hebe-

fdjrift bes 6pftems Stolje-Gdjrei) nebft

Surjungsbeifp. , Cefeftitchen, 6d)IflffeI

unb elner 5lnleitung jur Steigerung ber

ftenoqrapb,ifd)en gertigheit Don eiu

rid) Shoje, amtl. bob. Canbtagsfteno-

grapfc in fiarlsrubc (23.). 5]r. 494.
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e&amp;gt;lcrcori;cm!e
Don Dr. (. QBebehinb,

Brofeffor an ber Untoerfitat Sfibtngen.
OTtt 34 Slbbilbungen. Wr. 201.

6lcrcomcfric Don Dr. 91. Infer in

6futtgart. SHif 66 giguren. &amp;lt;ftr. 97.

65crnfijflcm. Slffronbmtc. (flrofee,

53ea&amp;gt;egung u. (fcntfernung ber fiimmels-

hSrper Don 51. g. QKobius, ncu bear-

bettet oon Dr. fierm. fiobolb, prof.
a. b. llnipcrfifat fuel. II: ftometen,
SHeteore unb bas 6fernfi)ftem. 2RH
15 gig. unb 2 6ternharfen. 9k. 529.

C-tcucrfi)f!cmc dcs Sluslandes, Sic,
oon el). Oberfinanjrat O. Sdjujarj
in Serlin. &amp;lt;Hr. 426.

oiilhundc D. ^rof. fiarl Otto fiarfmann
in 6Mfgart. 9flit 7 33ollbi!bern unb
195 Sejtilluftrationen. &amp;lt;Rr. 80.

6lbd)iomctrtirf)e 2Iufgabcnfamm&amp;gt;

lung oon Dr. 9BHb,. 23ah,rbt, Oberl.

an ber Oberrealfdjule in rofj-0id)ter

felbe. 9Kit ben &amp;lt;Rejultaten. 2lr. 452.

2lraf]cnbol)ncn Don Sipl.-Sng. 5Iiiciuft

Sos^art in fliirnberg. OTit 72 Qlb-

bilbungen. 9tr. 559.

SJrafcgic Don Coffler, TOnjor im j\g(.

6fict)T. firiegsmin. in 2)resben. 57r. 505.

olrbmc unb opannuna.cn in !arl;=

ffromncfjcn D. 3of. Berjog, SipL-
ttlehtroingenieur in Q3ubapeft u. Cla
rence gelbmann, Tprofeffor ber Slehtro-

fecbnih in Selft. Wil 68 5lbb. Sir. 456.

Sudfecgcbtcf . &amp;lt;Z)ie deuifcf)en jlolo*
nien II: Tao &amp;lt;5u5feegcbiel und
5iiauifrl)ou oon

&quot;Prof.
Dr. Si. Sooe.

9K. 16 4af. u. 1 litljogr. 5\arte. Tlr. 520.

Zalmild. -Sic Gnlflcljung 5. Salmubo
D. Dr. 6. gunh in Soshotoih. 5lr. 479.

ialmitdprobcn Don Dr. 6. gunh in

Soshoaii^. &amp;lt;Hr. 583.

2cdini?rf)=ef)cmifd)e SInalnfe o. Dr.

. Cunge, Prof. a. b.CStbg. polptedjn.
6ch.ule i. 3flrid). 9Kit 16mb. 51r. 195.

1crf)nifrr)C 2abcIIcn und i^ormcln
non Dr.-Sng. 9B. 5RuUer, 3&amp;gt;ipl..

3ng. am figl. Qnaterialprflfungsamt

p rofe - Cidjterfelbe. 9UU 106 gi-

guren. 9Jr. 579.

3eAnifcbes QUorfcrbucf), entt&amp;gt;altenfc

6te roid)ttgften ^lusbrticRe bes 9Ka-

{djinenbauee, 6d)iffbaues unb ber (ileU-

Irotedjnth Don Crtd) firebs in Serlin.

I. leil : 2)euffa&amp;gt;Gngltfd). Tlr. 395.

II.a;eil:engUfd).5)eutfd). 21r. 396.
III. 2eil : eutfdj-granjd . &amp;lt;Rr. 453.

IV.Seil: granj8f..2)eutfd). &amp;lt;r. 454.

Scd)nolcgic, 9UIgcmcinc chcmifclje.
oon Dr. uft. Pouter in CT^arlotten-

burg. 5]r. 113.

Cflbtche i. 53raunfd)tDeig. &amp;lt;Hr. 340, 341.

Scerfarbffoffc, 3)ie, mit befonb. Serfl*-

fid)tigung ber ft)ntt;eti|d)en 537ett)oben D.

Dt . ftans 23ud)erer, &amp;lt;prof.
a. b. fiSnigl.

2ed)n. ftod)id)u!e, resben. 9lr. 214.

Sclcgrapljcnredjt Don ^oftinfpehforDr.
jur. Sllfreb 9Bold?e in 23onn. I: Sin-

leitung. efd)id)tlid)e Gntroidtlung. S)ie

6tellung bes beutfd)en 2elecirapbcn-

roefens im 8ffenflid)en 9^ed)te, aUge-
meiner 2eil. 9k. 509.

II : 2)ie 6tellung bes beuffd). Sele-

graptjenroefens im Sffentlidjen 9led)te,

befonberer Sell. S)as 2elegrapb,en-

6trafred)t. 9?ed)tsDerb,altnis ber 2ele-

graphic jum &quot;Publihunt. 9]r. 510.

Zelegrap^tc, ie elchfrifdjc, D. Dr.

Cub. 9Mffab. 9Rit 19 gig. Qlr. 172.

Scflamcnt. Sic enlfic!)ung des
Sllten Scftamcnfs Don Lie. Dr. 9B.

6taerh, ^rof . a. b. Unio. Sena. &amp;lt;Rr.272.

1&amp;gt;tc (Sn Iflcl)iuig J&amp;gt; co 9Jcu en 3:cj la

ments Don Profeffor Lie. Dr. Carl
Clemen in 93onn. 51r. 285.

2crtil=3nfuftric. I : Spinneret und
irnerei oon ^Jrof. TOaj iirtler,

i. 9^egierungsrat im figl. Canbesge-
roerbeanft, Serlin. TO. 39 gig. 97r.l84.

U: 7Ucbcret, QiMrhcrci, ^3ofo*
nieiiltcrcrct, trpiljeii: und

ardinenfabrinofion and Ril.v
f obrihalion D. ^rof. TO. artler.ffieb.

\Regierungsr. i. figl. Canbesgeujerbeamt

ju Serlin. TOil 29 giguren. 7k. 185.

-Ill: 2Bfifd)erei, SIcidjcrci, Sar-
bcici und ihre JSUfsffoffe con
Dr. TBil^. TOaffot, &quot;Prof. a. b. &amp;lt;preufo.

bbb.eren gad)fule Ittr 2ejfilinbuftrie
in ftrefelb. TOit 28 giguren. 9lr. 186.

Zfyermodnnamih (2ed)nifd)e 7Bdrme-

Iet&amp;gt;re)
D. ft. 9BaItber u. TO. flltinger,

tplom-Sngen. TO. 54 gig. 9lr. 242.
- Qic ffyermodnnamifcfyen rund*

lagen der warmehrafl* und
5allcmafd)tncn Don TO. ^fit-

linger, 2)iplom-3ngenieur in TOann-

beim. ?lr. 2.

2f)uringifd)e (Scfdjidjic Don Dr Srnft

CDrient in Ceipjig. 9k. 352.

2icrbiologic. 9lbriJ3 der TMotogic
der Sicrc ron Ur. fieinrid) 6imroH&amp;gt;,

Prof, an ber Unio. Cetp^ig. 9lr. 131.



Sicre, Gnttoidtlttngsgefd)idtfe 5er,
con Dr. 3ol)s. &amp;lt;ffieijenb.eimer, fcrofeffor

ber Soologie an ber llntperfifat Sena.
I: gurcbung, primifiDanlagen.CarDen,
gormbilbung, (inbn)onalb,ullen. 9JW
48 giguren. &amp;lt;Kr. 378.
- II : Organbilb. 2K.46gig. 2tr.379.

2tcrgcograi&amp;gt;I)ie D. Dr. SJrnolb Sacobi,

&quot;prof, ber 3oologie a. b. figl. gorftafca-

bemiejuSbaranbf. &amp;lt;m.2fiarf. flr.218.

Sicrlwude con Dr. granj D. SBagner,

Erofeffor an bcr Unicerftfat raj.
mi 78 Slbbilbungen. ftr. 60.

Sferreid), as, I: &amp;lt;5augeftere oon

Oberftiibienr. &quot;prof.
Dr. fiurf Camperf,

Corft. b. gl. Qlafuralienhabinefts in

6fitffgart. 9flif 15 &amp;lt;Hbbilb. Sir. 282.- Ill: SRepfilien un& SlmpJjiibten
con Dr. grans Werner, &quot;profefjor a.

b. Unto. SBien. SRii 48 &amp;lt;Hbb. 51 r. 383.
IV: gifd)C con ^Profeffor Dr.

QHaj &amp;lt;Raufl)er in 5]capel. 31r. 356.
V: Onfchfcn Don Dr. 3. rofe in

IHeapd (6fajionc Soologica). 9Ktt

56 Mbbtlb. nr. 594.
- VI: 2)ie toirDeHofen Sicrc oon

Dr. Cubmig So^mig; ^rofefjor ber

Soologie an ber Unirjerfifaf raj.
1: Urfiere, 6d)U)amme, ^ef|eltiere,

2?ippenquallen unb QBurmer. Sl^if

74 giguren. 3]r. 439.-- 11 : ftrebfe, 6pinnenfiere, Saufenb-
fiifeer, 2Betd)tiere, 9Koo5tierd)en, Slrm-

fiifjer, 6tact)el^uler unb 5HanteIftere.

mi 97 giguren. 3lr. 440.

2icr^ucf)ilcl)rc, SlUgcmeinc unb
fpcjtcllc, oon Dr. ^Jaul T^ippert
in Gffen. fir. 228.

Stfchlers (ed)rcincrO SIrbeHen I:

Suateriolien. ^andtoerhsjeuge,
QHafd)incn, C^injclocrbtnduit qeu,
Ruftboden, Rcnficr, gcnflcrla=
ben, 2rcppcn, 3lbortc pott ^rof.
fi. ^iebroeger, 5Ird)itehf in ftSIn. 9Htt

Zo
628 gig. auf 75 lafeln. Tlr. 502.

go. Sic 5ettffd)en 5iolontcn I:

Sogo und 5\amcrun oon prof.
Dr. fiarl -Hone, mi 16 lafeln unb
ciner litl&amp;gt;ograpl)ifd)en ftarte. &amp;lt;Rr. 441.

i0|;ihologtid)e (Sfjcmic oon Priuat.

bojent Dr. (J. SJJann^eim in onn.
mi 6 QJbbilbungen. Tlr. 465.

Srigonontcirtc, (Sbcnc u. fpharifcfye,
oon &quot;Profeffor

Dr. er^. fteifenberg
in Sreslau. mi 70 gig. &r. 99.

2ropcnhng tcnc Don ffiebijinalrat *$*.&amp;lt;:

(effor
Dr. &amp;lt;nod)f, Sirehtor bes 3n.

fHlufs fiir 6d)iff5 unb 2ropenhranb-
Ijeiten in Hamburg. 9lr. 369.

Sraff. 5iarlcll und Stuff oon Dr.

6. 2fci)terfd)hr; in (Duffelborf. &amp;lt;nr.522.

SHrnhunfl, (Scfcl)id)ic dcr, Don Dr.

%ibolf afd), prof. a. S5nig eorg.

nmnaf. 2)resben. 9R. 173tbb. 9ir.504.

litigant. Qandesftunde oon Offer*
rctd)=llngartt Don Dr. Qilfreb runt,

^Jrofeffor an ber Unioerfiiat Prag.
mi lOSejHlluftr. u. 1 fiarfe. 31r.244,

llnoarifd)c ifcra!ur, (3cfd&amp;gt;id&amp;gt;(c

6er, Don &quot;prof.
Dr. Cubroig Catena

unb Dr. granj 63tnnpei, beibe an

ber UmoerfUat Subapeft. &amp;lt;Hr. 550.

Ilttgartfdjc &amp;lt;5prad)lef)re oon Dr.

Sojef tojinntjet, o. 5.
&quot;prof,

an ber

Unioerfitdl Subapeft. 3lr. 595.

Unferrid)fstoefen. (9cfd)id)fc fees

dculfdicn HnlerrtcMstocfcns Don

&quot;prof.
Or. griebrid) toeiler, Strehtor

bes fiflnigl. pmnaftums ju Cucbau.
I. Setl: Con 5Infang an bis jura
finbe bes 18. 3ab,rl)unberfs. 9lr. 275.

II. Sell: Com Q3eginn b. 19. 3a^r-

fyvmb. bis auf bie egenroart. ?Jr. 276,

littler) uri)ungomc!I)oOen, 2lgrtluU
fnrcf)cmtfd)e, oon Profefior Dr.

Gmil fiofelljoff , 33orftel&amp;gt;er ber lanb-

tDirffcftaftUdjen Cerfuctjsftafton in 9Har-

burg in fieffen. 9Ir. 470.

llrgcf cf)irl)ic bcr 9Renfd)l)eif Don Dr.

927ori^ fioemes, &amp;lt;prof.
an ber Unto.

SBien. TOil 53 &amp;lt;?lbbilbungen. 7]r.42.

llrfjcberrcd)l, as, an IBevhen bcr

Citeratur unb ber 2onhunft, bas

Q3erlagsred)f unb bas llrt)ebcrred)t

an QU erhen ber bilbenben Siiinfte unb

53^otograpb,ie oon 6taatsantualt Dr.

3. 6d)iittgen in ei)emni^. &amp;lt;Rr. 361.

ao dculfdje, an literarifdjen, huufi-

lerifdjen unb getDerblid)en 6d)6pfungen,
mil befonberer 23erficfancr)tigung bet

infernationalen Certrdge Don Dr.

uftao hauler, &quot;Patentanmalf in

b,arlottenburg. ?lr. 263.

Urjeif. Sulfur 6cr Urjeil oon Dr.

9Kori^ iioernes, o. 6. ^3rof. an ber

Unto. TBien. 3 53anbd). I : efeinjeit.
9Hit 40 Silbergruppen. tRr. 564.

II: Sronjejeit. 9Kit 36 SHoer-

gruppen. &amp;lt;r. 565.
Ill : eifenjeit. 9BU 35

gruppen. 3tr. 566.

23



33ehforanalnfis nan Dr. 6iegfr.

tiner, &quot;profeffor an ber 23ergahabemte
tn Clausfoal. Sflit 11 gig. Sir. 354.

73cranjd)IagcH, 0ao, im j&amp;gt;od)bati.

fturjgefafotes wanbbud) itber bas &quot;JBefen

bes fioftenanfdilags con 91rd)iteht (mil

Seutinger, 9IffiftenJ a. b.Sedw. fiodrfd).

in 2)armftabf. 9I?itoieIengig. 91r.385.

tOercinigfc &amp;lt;5faafen. Caitdeshtinde
ber 33ereimgten iaafen oon
Slordamcriha Don profefjor fietnrid)

gifdjer, Oberletjrer am Cui|enffabf.

ftealgpmnafium in Berlin. I. Zeil.

SKit 22 fiarfen unb giguren im 2ejt
unb 14 5afeln. 97r. 381.

- II. Sell: 9flif 3 fiarfen im Zttf,
17 Sof. u. 1 Ittbogr. ^arfe. 3!r. 382.

Cergil. ie
cdicf&amp;gt;le 6cs

&amp;lt;p.
2Jetr.

atlius Siaro. 3n Slustuatjl mil einer

Sinleifung unb Qlnmerhmigen I)erau5-

reben
oon Dr. Sulius 3te^at.

SinleiJung unb Meneis. s
J7r. 497.

tScvmcffungshunde con SMplom-Sng.

y. TBerhmeifter, Oberlel)rer an ber

fiai|crl. Scd)iiifcl)cn 6ct)iilc in Strafe-

burg i. e. I: gelbmeffen unb Qli-

celliercn. mi 146 SJbb. 77r. 468.
II: &amp;lt;Der St)eobolif. Jrigonome-

trifdje u. baromefrifd)c fiftfaemaeffnng.

3:ad)pmctric. 5J?if 109 9lbb. 5]r.469.

^erfid^erungsmal^cmafih oon Dr.

Sllfrcb Coeron, ^rofeffor an ber Uni-

oerfifaf grciburg i. 03. 5]r. 180.

TJerfic^erungstDefcn, 3)as, oon Dr.
iur. ^Jaul 92lolbcnl)aiier, ^rofefjor ber

3)erf!d)entngsiuit!&quot;(?nfcf)afl an ber 55an-

belsl)od)fd)ule 5ioln. I: OHIgemeine
Q3erficf)enmg5let)re. 31r. 262.

33olhcrhur,5c von Dr. 9ftid)ad 55aber-

lanbt, h. unb h. buffos ber efljnogr.

6ammlung bes nafurtjiftor. fiofmufeums
unb &quot;^rioalbojent an ber llnioerfitcit

TBien. 9Kil 56 5lbbilbungen. 91r. 73.

038Ihcrnamen. Gander* u. 33b lher
namcn con Dr. QUtbolf ftletnpaul
in Ceipjig. 91r. 478.

TJoIhsbiblioI^ehcn (SOdjer- unb Cefe-

fallen), it)re (tiirid)fiing unb 93er-

toaltung oon (nul Gaefdjhe, 6tabf-

bibliotb.ehar in GIberfelb. 2lr. 332.

35olhslied, as bcuffchc, ausgewdb,(t
unb erlaufert oon &quot;profeffor

Dr. 3ul,

6ab,r. 2 Sonbcfjen. Sir. 25, 132.

9oUtsn)irffef)afisIehre oon Dr. Carl

3ob.5. 5ud)s, Profeffor an ber Unl-

oerjifat Sflbingen. &amp;lt;r. 133.

23olhou)tr!fcf)aftspoltSih o.

I
r.&amp;lt;R. can ber 23orgb.t, Berlin. r. 177.

^Ual)rfri)ctitHfI)hcif5rcrf)Hung oon Or.

granj ioach, &quot;profeffor am (Eberbarb-

CiibtDig5.nmnafium i. 6tutfgurt. 9Ktt

15 gigitren im Serf. &amp;lt;r. 508.
lOcrh. Cande&hunde des rofj

^crjogfums JScffcn, der^rooinj
55cf|cii^Jla?fa!i unb des Siirflcn-
turns Q13a(5cch con ^rofeffor Dr.

eorg reim in 2)armffabf. 9Ui(

13 9lbbilbungen unb 1 fiarfe. 57r.376.

a(f^ari(ie5 S)as, im Skrsmafje ber

Urjcftrtft fiber|eht unb erlauferf oon

^rof. Dr. 5. SUfyof, Oberlel)rer ant

9?ealgi)tnnafium in QBeimar. ?]r. 46.

allhcr oon der 03oge(toeide, mil

Susma^l aus QRinntfong u. 6prud).
bid)tung. TOit Qlniuerlumgen unb
etnem QBSrlerbud) oon Oflo untfer,

T3rof. an ber Oberrealjdntle unb an ber

Sed)n. fiod)fd). in Siuifgarf. &amp;lt;fir. 23.

SDaljtoevhe, Sic. @inricl)!ung unb
!Bcfrleb. &quot;Son SMpUSng. 91. fiol-

oerfd)eib, Oberlel)rer an ber figl.

QUafdjInenbau. unb ftiiffenfrfnile in

5)ui5btirg. Witt 151 Slbbilb. 9k. 580.

^Darenhttnbe o. Dr. fiarl i5affadt, Praf.
unb L eiter ber h. h. iianbelsahabemie
in raj. I. Sell: Unorqanifdje QBaren.

921if 40 9IbbiIbungen. 91r. 222.
II. Seil: Organifdje Bkren. 9Rif

36 9Ibbilbungen. 9(r. 223.

2yarcn3ctd)enrecl)f, 0os. 97ad) bcm

efeh 3. cdjulj bei
-(

2BarcnbeAeid)nungeH
oom 12. 93Jai 1894. 0)on Qtcg.-^.
3. 9leuberg , 9Ilifglieb bes Statferikfeen

Patenfamts 311 Berlin. 9k. 360.

! TOarmc. SOeoi-efifdje^^jift U.S.:

Qjcfyf
u. Qi(irme. Q3on Dr. ujtao

3ciger, &quot;prof,
an ber 2cd)it. i5od)id)iilc

2Bten. OTtf 47 91bbilbungen. 91r. 77.

QOdrmehraffmafri^inen. 2&amp;gt;ief^ermo*

dnnamifcfyen riindlagen der

QB(irmchraff9 u. &o{femafd)inen
oon 971. Qlbtitnger, Siplom-Sngenicur
in 9Hannl)etm. 9Kif 73 giguren. 9k. 2.

SBarmelehre, 2ecbnifd)e, (S^ermo&amp;gt;

di)namuO o. ft. \2Baltl;er u. 917. OWf-

finper, 3)ip[. -Sng. 917. 54 gig. 91r.242.

2Oofcf)erei. 3:erfU = 0&quot;dunrie III:

2afd)erei,
(

2JIeicl)erei, Sorberet
nd i^re flilfsffoffe oon D . QBilfa.

9flaffot, ^Jrofefior an ber ^reufe. b.olj.

gad)fd)ule fQr 2erlil . Snbufirie in

firefelb. ORit 28 giguren. 91r. 186.

24



3&amp;gt;as, und fctnc 2?criocn

dung in Gnbtiffrie und &amp;lt;9e=

tuerbe D. Dr. Graft Cetjer, S)ipl.-3ng.

in6aalfelb. mi 15 Slbbitb. fir. 26).

and 5tb .oaficr. 3b,re 3-
famtnenjeljung, 33eurfeilung u. Unfer-

fudging non ^Jrof. Dr (mil fiafelb,off,

Q3orfteb.er ber lanbujirffdjafil. 93erjud)s-

ffation i. SEarburg i. 6efjen. 91r.473.

SOafferinffallafionen. &amp;lt;Sas= unft

28c!ffertnftaHaiionen mif &amp;lt;ins

fc jIuSj Ocr SlOortanlagcn non

Prcfejjor Dr. phil. unb 2)r.-3ngen.
(Jbuarb 6d)inilf in Sarmffabt. 3ftit

119 SlbbHbungen. &amp;lt;Hr. 412.

lOajferlurbincn* 3)lc, con Sipl.3ng.
^3. iooll in 23erlin. I : Qlllgemeines.

ie grelfhraWturMiien. 9Hit 11321b-

bilbungen. 5Jr. 541.-- II: Sie nberbruAturbtncn. tc

SBafjerhraffanlagen. 3Ktf 102 ^IbbtU

bungen. 3tr. 542.

20afferoerforgung der Orifrljaflcn
con 2)r..3ng. Robert 7Bei)raud% $ro-
fef[or an ber 5\gl. 3;ed)ntfd)en od)-

fdjule 6tuttgarl. OKU 85 gig. 21r. 5.

QBeberei. Selil = Gnduffrie H:

ticverc-i, ps!jen
fabrihafion und
Don ^Jrof. 9Ka| urtler, eb,. cg.-
?{at im Sonigl. CanbesgeiDerbenml
3U Serlin. fflit 29 gigur. &amp;lt;Hr. 185.

2Bcc^feI|Iromer5euger oon 3ng. fiavl

^idjelmaper, ^rof. an ber b. h. ed&amp;gt;

ni|cl)en ^od)fct)ule in 2Bien. 21]U 40

giguren. &amp;lt;Hr. 547.

28ccf)jeln&amp;gt;efen, Sos, D. T^edjfsanm. Dr.

ftubolf 5Kotb,es in Ccipjig. &amp;lt;Hr. 103.

SBcfyrocrfaf[ung, 2)euffcf&amp;gt;e, oon
e^&amp;gt;.

5\rteg5rat j\arl Cnbres, oorfr. Kal im

ilriegsminifterium t.QHandjen. 3lr.401.

bcilung, 2&amp;gt;ic,
oon 3ng. ^Srofeffor

fierm. 2Bilba in Sremen. 3Kit 125

SIbbilbungen. &amp;lt;Hr. 582.

SBerhjeugmafchitten fur 9JJc!aIfbc=
ai-bc thing, Sic, Don 5ng. &amp;lt;prof.

Hermann TBilba in Sremen. 1 : 2&amp;gt;ie

92?ed)ani5men ber QBerhjeugmafdjinen.
Sie S)reb,banhe. Sie grSsma diineu.

9 319 2lbbilbungen. &amp;lt;Rr. 561.

fiir

bcarbcifung, ie, II: ie
Q3of)r&amp;gt;

unb 6d)Ieifma(d)inen. Sic 55obel,

Gb,aping- unb Sfobma|d)inen. 2)ie

6agen unb 6d)eren. SInfrieb uni

firaftbebarf. 2IW 199 3lbbilbungen.
Sir. 562.

^Bcjiprcufjcn Don gtU
raun, Oberlet)rer am S\Ql pm-

nafium in raubenj. 9KU 16 Jafeltt,

7 lejtharlen u. 1 liti). ^arte. 3Ir. 570.

er unlaulcre, oon
Dr. 9Kqrtin QBafjer-

mann in Hamburg. I : eneralhlaufcl,

9IngefteIlienbefted)ung. r. 339.

II: Suebifjdjabigung, girmen- uni

IHanienmifebrcutci), Berrat oon et)eim

niffen, 2Iuslanberfd)u&. 3tr. 535.

ie nitrbcHofcn Sierc oon Dr.

Cubtoig S61)inig, ^rof. ber Soologie
an ber llnioerfitctt raj. I : Urtiere,

6d)rcamme, 5]effeltiere, ^ippenquallett
unb QBurmer. mi 74 gig. 3lr. 439.

II: firebfe, 6pinnenfiere,

fiifjer, ^33eid)Here, 931oosfierd)en, 5Irm-

filler, Sfad)elb.auier unb QHanteltiere.

SJlit 97 giguren. 2!r. 440.

Sejlfl * Qn&uffrie U:
2i3trhcr

SOivJurci.

, Q3o
itcrcrct, (3i iljcn= u. ardinen*

fa&riftafion und Siljfa&rthaiion
oon ^3rof. QJtor. urtler, et). ?leg..
?^at im fiSnigl. CanbesgetDerbeaml
3U 23erlin. mil 29 gigur. 2lr. 185.

&amp;lt;ZBirffd)afHicf&amp;gt;en 23crbun6c, fc, D.

Dr.CeoOTuffelmann i.&amp;lt;Hofto*. 5]r.586.

e. jlommunole
TBirtf^affspflege Don Dr. Sllfons

, Olfagiftratsaff.i.Serltn. flr.534.

o^
^rofeffor

ber 6faafstDiffenfd)affen

granhfurf a. 9K. 1 : 2)as 2Bob,nungs.
roefen in ber mobernen 6tabf . &amp;lt;Hr. 495.

II: 2)ie ftabfifdje QBohnungs- unft

^obenpolitih. 9?r. 496.



UDoIfram oon (gfdjcitbadi.
ma it n o. Slu c, &amp;lt;ZDolfram o. Ot ) d)cn=
bad) nnd offfrieb oon &amp;lt;5trafo=

burg. Slusroab,! aus bent t)5f. Gpos
mil vJnmerhungen unb IBBrferbud) Don
Dr. fi. 9Zlarolb, *}3rofef{or am fibnigl.

griebrid)sholleg. ju fibnigsberg i.
&amp;lt;pr.

9k. 22.

U orlcrbud) nad) bcr ncuen bcul=

fdjen 2lcd)l|d)rcibuiig con Dr.

fieinrid) filenj. 9k. 200.

3)cuifif)C5, Don Dr. &quot;Ridjarb Coerce

In Berlin. 9k. 64.

SecI)niFd)CD, enfyaltenb bie n&amp;gt;td)fig-

fjen 9Uisbritdte bes 9Kafd)inenbaues,

6d)iffbauc5 unb bcr Slehtrofedjnih

con Grid) ftrebs in Serlin. 1. Sell:

2)eufid)-Gngli}d). 51r. 395.
11. Sell: Gngltfd)&amp;gt;S)eutfd). &amp;lt;nr.396.

III. Setl: 2&amp;gt;eutfd).gran3of. &amp;lt;Hr.453.

IV. Sell: granjbi.-Sieutfd). &amp;lt;Jir.454.

TOitrilcinbcrg. SBurifembcrgifcfje
efcljicfyie D. Dr. fiarl QBeUcr, ^rof.

a. fiarlsgpmnaf. i. 6tuffgarf. 9k. 462.

Qonocshunde 5es Sibmgrcidjs
2Buriicntbcrg con Dr. fi. 55affert,

^Jrofeffor bcr cograpt)ic an bcr

fianbelsl)od)fd)ulc in fiSln. OTJt 1693oli-

btlbern unb 1 i\arle. flr. 157.

3csd)cnfd)ulc non ^rofefjor Si. Sum-

mtd) in Him. 9Klt 18 lafeln in

Ion-, garben- unb olbbrudi unb
200 33olU unb Scrlbilbern. 5lr. 39.

Octcljncu, C5eomcfrifc^es con 55.

23cchcr, aird)i}eht unb Cel)rcr an ber

58augea)erhid)u[e in 9Kagbcburg, neu

bearbeifei oon
&quot;prof. 3. Q3onocrtlnn,

2)irehfor ber hbnigl. 23augeu)erhfd)ule

ju QUunffer. 5Kit 290 giguren unb
23 2afeln im lejt. 9]r. 58.

Aeifungstoefen, 0as bculfdjc, D. Dr.

&amp;lt;Rob. 53runl)uber, fioln a.
l&amp;gt;.

9k. 400.

3)as modcrnc, (6pft. b. 3i un95-

lebre) oon Dr. Robert Srunbuber
in fi51n a. 2ty. 91r. 320.

GciiuiigsiocfcitG, SIHgemeine e

fd)id)lc 5es, Don Dr. Cubroig Salo
mon in Sena. 91r. 351.

Gcllciilciirc un5 SInofomie oer
1iflan3cn Don

&quot;prof. Dr. 6. OTietjc

in Ceipjig. 2JW 79 Qlbbilb. 9!r. 556.

Central &quot;Perfpehffoe Don Sfrdjifeftl

55ans gveijberger, neu bearbeitet oon

Brofefjor 3. Bonberlinn, Sirehtor ber

Mgl, 53auaeiuerhid)iile in 9Uun|ter i.
&amp;lt;

3B.

9JMt 132 giguren. 9]r. 57.

Cintnterarbeifeit pon Carl Opi^, Ober.
lebrer an ber 5\ai|erl. 2ed)ni|d). Sd)itli?

in Glrafjburg i. (. 1 : 2lllgemeines,

bilbungen, tjoljerne gufjboben, gad)
ruerhsuxinbe , iidnge- unb 6preng-
toerhe. 9Kit 169 Slbbilb. 9]r. 489.-- II: 2)ad)er, 2Canbbehleibungen.
Gini5[d)ahmojen, SIod?=, 53ol)len&amp;gt; unb
33retteru)anbe , 3aun(? . 2iiren, 2ore,
Sribitnen unb 33augeritfte. 9Hit

167 51bbilbungen. 9k. 490.

3ioilpro,3efcrecf)f, 5)cnffd)cs, Don

&quot;profeffor
Dr. IBityelm $i\\d) in 6irafe-

burg i. &amp;lt;. 3 Sanbe. 9k. 428430.

Geologic, efcfyicfylc ber, oon
&amp;lt;prof.

Dr. Rub. SurdibarbL 9k. 357.

Giinbtoaren Don 3)irchlor Dr.

S3)arb, Q3orftanb bes 6tabtifd)en

G^emtfd)en Caboratoriums in 6tutt-

0arl. 97r. 109.

Gtoongsoerfleigerung, 0tc, ttnb die

Gtoangsoertoalfung Don Dr. g.

5\re^fd)mar, Oberlanbesgeridjfsrat in

2)resben. 9k. 523.

Gtoirnerei. Sesfil * Qnbuffrie I:

(5pinnerei unb Gtoirnerei ron

^prof. 9Kaj flrller, eb. Tiegierungs-
rat im ftSnigl. Canbesgetoerbeamt ju
Serlin. SRit 39 giguren. 9k. 184.

TBctlcre QSandc find in Borbcrctlung.



. 3. o ?d)cn fd)e ^crlagofjanMung . m. b. 55. Berlin 20.

6oeben erfd)ten:

er beuffcfye 6fui&amp;gt;enf

&amp;lt;J)rof.
Dr. Sfjeobalb

(Slffe unb 3tD51f

ebunben 9ft. 3.50

(^tefe ,,6tubentenprebtgten&quot;, roie fie &amp;lt;paulfen genannt t&amp;gt;af, b,aben fid) unter bet

&amp;lt;i/ ffubierenben Ougenb oiele greunbe enoorben. Unb fo tear es nidjt ju DOT-

aunbern, baft bas 33uc^ felt feinem Ctrfcljeinen faff oUjatjrlid) cine neue 9IufIage er

lebte. 55erausgeu)ad)fen tear es aus ber fin-de-siecle-6timmung oor ber 3ab.r-

b,unberftucnbe, bie befonbcrs in fhibcutifdjen 5\reijen bie iocr^cn l)ol)er fd)lagen unt

bas Slut rafdjer hreifen liefe, eben bestocgen aber aud) nad) befonnener giib,mng fid/

fel)nfe. Gine foldje fanben fie b,ier. 2)en 5IufIagen tm neuen 3at&amp;gt;rb,unberf fugle ber

53erfaffer eine 9iad)tragsDorlefung b,inju jur Dberleifung in rubjgere 33al&amp;gt;nen unb jur

Crganjung burd) mancfjes injmif^en 91eugeu)orbene. 3m QBinier 1905/06 aber b,a!

er in 6lrafoburg bie 53orlefung fiber ben beutfdjen 6tubenten nod) einmal geh,alten

unb b.ier oor allem bie 7?orgdnge jener betnegfen $e\l, bes fogenannten B55od)fd)itU

ftreifes&quot; unb bes ftampfes gegen bie Uonfeffionellen S\orporationen freimflfig un6

krilifd) befprodjen. 25er neuen 5luflage ift bie Q3orlefung in biefer fpfiteren gaffunfl-

roenigftens in ber erfleren grofeeren fifilfte, jugrunbe gelegf toorben. 2)ie fin-de-

8i6cle-6timmung ift Derfd)tDunben, baffir finb bie ^3robleme, bie bas 6tubentenleben

im erften Sabrjebnt bes 20ften Sal)rl)unberls betnegt Ijaben unb beroegen, in ben

53orbergrunb gerficht unb fo bas Sud) burd)aus mobcrnifiert unb roieber ganj ahfueH

getoorben. 2)abei b,at es eine ntdjt unbetrad)tlid)e Grroeiterung erfab,ren. Unb bod?

ifl ber eift bes 23ud)es ber alfe geblieben, es ift ber eift ber greitjeit, bie als

afeabemifd)e 6tubenten unb &amp;lt;profefforen gleidjmafeig am fterjen liegt, unb ber eiff

eines hrfiffigen fittlidjen Sbealismus, ber fid) nid)t furd)tet, Sfinglinge ju roagen,

bamit 9Kanner aus ib,nen tnerben. Unb aud) ber alte gute greunb bes beutfdjea

etubenlen ift ber Q3erfaffer geblieben, ber
it&amp;gt;n oerflebj, roeil er i^n liebt. 2)as jeiaJ

gleid) oon oornt)erein bie SBibmung bes Sud)es an bie Glrafjburger Sfubentenfd)aft
60 ift es beim SIbgang Sillers non 6trafeburg ju einem 53enndd)tnts an feint

jungen greunbe auf alien beutfrfjen 55od)fd)ulen getoorben, unb foil nun aud) in ber

neuen e{talf mieber oielen eine 55ilfe roerben unb ein fialt.
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.3*ofcf)en fcf)e&amp;lt;3erfags!)an5Ittitg .m.b. 55. Berlin -20.33 und Ceip3ig

6oeben erjrf)ien:

as efiib,!

(Sine pft)d)ologifcf)e Hnferfucfyung

&amp;lt;prof.
Dr. 2f)eobal5 Stegler

giinfte, &urd)gefel)ene unb oerbejferte 5Iuflage

S3rojcf)iert 5R. 4.20, gebunben 9ft. 5.20

flfls btefes23ud) oor 19 Safcren jum erften 9fial erfdjien, ba aMrhte bic 2l)eorie bes

^*
Q3erfajfcrs oon bcr Prioritfif bes cftiljls unb oon bem Sinfluf) besfelbcn auf

oDe ebie e bes geiftigen Cebens, oor allem aticf) auf Setcufjtfein unb Apperception,

tro^ bes 5)organg5 con fionDicj toie ein ganj Qleues, bas als gcgen ben Strom ber

oortDiegenb tnteHe!\tuaIt|H|ct)en ober aud) fdjon Dotuntariffi|d)en 5Uiffafiung ber Pipdjo-

logic [djtDtmmenb ujenlg laubige fanb. 2J([ein es
l&amp;gt;at fid) trolj biejer anfangltdjcn

Slble^nung burdjgefe^f unb gch,8rt petite ju ben nieift gelefenen Sdjriften iiber Pfp-

djologte; bie Slnfdjauung, bie es certrilt, ffeh,t Icingft nid)t me^r oereinjelt ba.
3&quot;

biefem fid) Surdjfeljen tyat aud) ber 6til unb bie ganje fialtung bes 53ud)es beige-

tragen, bie gleidjtueit entfernf fin & Don untwifjcnidjafHidjer JJopularitat toic oon

trothener pebanfifd)er elcljrfamhetf. Slud) bie a |&quot;tl;etijd)en, et^ifdjcn unb religions-

pl)ilofopb,ifd)en 21bfd)nitfe f)aben tl)m oiele greunbe eraorben. 3)ie neue, funfte $luf-

lage, bie fdjon nad) oier Sa^ren toieber notcoenbig getcorben iff, h,alt an bem com

Berfaffer als ridjtig (Srhannten burdjaus feff, fie jie^t fogar bie Cinien ba unb bort

nod) fd)3rfer unb beftimmter; tnsbcfonbere finb bie Siapitel fiber bns h5rper(id)e e-

ffl^l unb iiber bie efiib.lsaufjerungen in biejem Sinn unb unter 53eruAfid)tigung ber

neueren 5orfd)&quot;&quot;9
&quot;nb iljrer Grgebniffe umgearbeitet unb ertueiterf roorben. Hber-

l&amp;gt;aupt frfigt bie neue QJuflage nad), roas feit bem &amp;lt;rfcf)cinen ber oierten 5IufIage jur

Ce^re com eful)l toertDolies 5leues jutage geforbert voorben iff, unb feljt fid) babei

gelegenHtd) aud) poletnijd) mil allerlei Slngriffen unb enlgegenfie^enben 5lnfd)auungcn

auseinanber. So ift bas 23ud) burdjaus auf ben neueflen Stanb ber pfpd)ologifd)en

gorfdjung gebracpt unb erganjt, unb ift bod) in feinen runbanfdjauungen unb in

felner Qlnlage nad) toie por bas alte geblieben.
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. O. ofcfyen fdje ^erlogsfyandlung CB. m. b. S5. Berlin 20. 35 unb Geip^ig

Soeben erfcl)ien:

run&rife etner

es Scfyaffens
als

Cnnfityrung in 6te ^tlofopfyte als QBeltanjc&auimgsIefjre

Son

Dr. Offo Q3raun
bcr ^^ilofop^ic in 9Rflnffer t. 2B.

Q3rojd)iert 5H.4.50, gebunben $15.

(^\er 53erfafjer finbef 6as SBefen ber p^tlofop^ic bartn, baft fie efamtoiffenfcfxift,
**J b. 1). 10eltanid)auungslel)re iff: fie crljcbf fic^ auf bcm Sunbament aUer fibrigen

IDiffenfdjaften unb fuc^t (inbuhtin) 3U etnem 2BclfbtIbc oorjubringen, bcffcn M &amp;lt;ZBa^r-

belt&quot; burd) feine perfonole Ctn^eitltdjhelt bebingt tfh IHadjbem ber Q3erfaffer fid)

cine erhenninisfbeoreiifdje 2Jafi5 gefcijoffen es roirb ein TleaUSbealismus oeiv

trefen , fudjt er an ein runberlebnis anjuhnupfen, bas er burd) ben Segriff

n 6d)affen&quot; bejeicljnef. Siefes 6ct)affen fii^rt jur enfmichlung eiiter ^ulturpl)tlofopbje

bie Sormen unb 6foffe bes 6d)affens roerben unter[ud)f, unb bann bie fiaupf.

gebiefe bes ftulfurlebens in ben runbjflgen bargefteUf : 5Bifienfd)aft, ftunff, &amp;lt;Religton,

Ceben, 6faat, &amp;lt;Red)t, 6iHe, Gt^ih finben i^re QBurbigung. 60 toirb ber

gemadjt, ous bem ^Cefen bes mobernen eiftes ^eraus eine f9ftemottid)e

SBelfanfdjauung ju geminnen, roobei bcr hulfurtmmanenfe 6fonbpunht ausfd)Iag-

gebenb iff, menn aud) eine hosmifd)-mefap^pfiid)e Q3erfiefung fid) als notoenbig jeigt,

ber Segriff bes 6d)affens roirb burd) etnen gefdjid)fsp^ilofopbifd)en flberblidt flbei

bas 19. 3ab,rb,unbert als notoenbig unb beredtfigt erroiefen.
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. 3. (J5 b fd)cn f rf)e 23crlagoljan&lung (S. m . b . 55 . Berlin &amp;lt;2B. 35 un 6 Coi* ,jt g

runi&amp;gt;3U(je feiner Sefyre
Shm

grtebrtcf) granhe

33rojcf)iert 2R. 1.50, gebiinben 9ft. 2.

(^iefe Sarftellung fud)f in fierbarts 6nffem mSglidtft bireht einjuffl^ren, o^nc con

&amp;lt;&amp;lt;J i&amp;gt;en [pafercn gortbtlbungen ausjugetjen, lafet immer na^ fierbarfs eigcnen 2Ccl-

fungcn bie prinstpiellen Zeile juerft einjeln enl[tet)cn unb barnad) in ben 3u!amme-
^&amp;gt;ang trefen, ben bie 53elrad)tung unferer prahtifdjen ainliegen cerlangt. S)abet tft

bann aud) oielfad) elegenl&amp;gt;ett, auf bie empinfcfye efatlforfcf)ung unb i^re pt)tlofopl)i.

fdje Searbeilung, auf bie ftunffberoegung, bie jojtalen unb politifdjen SJufgaben unb

anberes, mas bie egenroart betoegf, SliAe ju roerfen.

tne infcllehfualc Q3iograpt)ie

Dr. 6. grieblaenber

Q3roic^teri m. 2.80

Urn
elnen 2)enher, tole 3]ie^|d)C, oofl unb gonj ju Derffeben, iff oor atlem bie CEr.

henntnis bes TBerbegangs feiner 3been notoenbig. 23et btefer fcbu&amp;gt;ierigen Olrbeit

iff bas Sud) con grieblaenber ein juoerlalfiger gQbrer unb QBegu)ei{er. 3)enn ber

Unleriifel n3nfelleftiuale 93iograpbie
a

bebeuiet eben nidjls anberes als eine SarfteUung

ber pt)ilr&amp;gt;fopb.tfd)en Snltotchlung grlebrid) ^ieljfdjes. Q3on bem rid)tigen runbja^

ausge^enb, bafe ber fpfitefte 3lie^fd)e nur aus bem frfifyeften oerftanben toerben hann,

beb,anbelt ber 53erfaf|er nad) einer orientierenben Ginleitung suerfl befjen geniales

Grftltngsroerh: M2)ie eburt ber^ragSbie aus bem eiffe ber 9Hufih&quot;,
urn bann bar-

auf bie jpfiteren 6d)riffen unb bercn runbgebaH einjeln au erlaufern unb ben

t5ortjd)ri, ber barin entijalten, feftjuffellen.
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(S. vi.ofcf)cn fcl)c 2Jerl9*$ttltMtMtfl (9. m. &. -Si. -Berlin 20.35 unb Ceipjifl

ie &eid)st)erftci)erungsorbnung
&amp;gt;anbausgabe mit gemeinDerjtanblicfyen On*lauferungen

in oier Q3anben

Dr. Planes Don Dr.
profeffor T^egierungsrat

2)ojenf bcr ftanbelsbodjfdjule Serlin Slttfglteb bcs ?teic^5Derfid

Dr. 6d)uf3
^egierungsraf

SRitglicb bes 9ietci)5Derficl)ening5amts

Sanb 1 : S)ic fflr allc ^crndjcninqsjioeigc geltenben Sefftmmungen bcr T^cidjsocr-

fidjerungsorbnung nebft fonteifung unb Sinfiit)rung5gefe^.
23anb 2: Sic SuanhenDerficfterung.
Sanb 3: Sic

Unfallperficfyerung.
35anb 4: Sic 3noaliben- unb fiinferbliebenenDerfic^erung.

preis: in mer Cetnenbanbe gebunben 9ft. 20.

Scbcr 23anb Iff aucft einjeln ju ^aben. :: -preis fur Sanb 1 gebunben 9H. 7. ;

Sonb 2 gebunben 9R. 4.80; 23anb 3 gebunben 9K. 6. ; 23anb 4 gebunben 9Zh 4.20.

55anbau5gabe mit aii5fiif)rli&amp;lt;$en Srlduterungen
con

Dr. Sllfreb 3Kanes unb Dr. ^aul 6mgsberger
&quot;Profeffor Canbricb,fer

in Ceinroanb gebunben &amp;lt;Jft. 9..

oon

Dr. 5Bt(f)eIm
&quot;JJrofefjor an bcr Uniocrfiiat Sfrafeburg t. (S.

Sn Ceinroanb gebunben 911. 4.80.
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&amp;lt;8fcfrcn fd)c SSerrogsQanMunfl .t.b.,ft.&amp;lt;Bernit &amp;lt;H5.35 unb Ceipjig

(Sinfuljrimg
in bas

$euf[cf)e

^rofefjor 6. gbler Don fioffmann
6fubienbirehfor ber 2Ihabemie ffir kommunale 2fenaltung in Siiffelborf

3n Ceinroanb gebunben W. 6.

)r unb
mel&amp;gt;r acnbcl fic^ bie roiffenidjaffUdje Ulrbcit bem ^olotnalrcd)le ju,

bos fid) and) als egenftanb bcs tDifjciijcijaftUdjen Unfevrid)lc5 eingebitrgert

tyil. s fe^ltc aber bisb,er an einem au{ ben ^efultaten ber neucren 5Dr
i&amp;lt;l)

un9

berul&amp;gt;enben Ceb,rbud)c bes Seuffdjen fiolonialredjfs. 3)as oorliegenbe 5Berh cerfucl)t

es, bieje CiiAc ansjufuden. Cs mill aber nid)t nur ber SrgSnjung bes ahabemifcfeen

Unferridjtes bienen, es roill and) bem ftolonialprahtther ein TBegweifer bura&amp;gt; bie

Un3ab,l oon holonialen 7{cd)i5Hormen fein. 2)ie ganje SInlage bes SBerhes iff baburd)

bebtngf, bafe es fid) urn einc n Ginfii^rung&quot; tyanbelf, b. 1). nid)f urn cine 3 ll
f
an mcn -

ftellung all unb jeber holonialredjllidjen 5lormcn, fonbern urn etne bogmatijdje 23e

r&amp;gt;anblung bes roicfyigifen 6foffes. 2)em Celjrjtuedie enffpredjenb, iff jur befferen

Seleud)fung unb 55eruorb,ebung ber beuffdjen T^edjfsnormen bas frembe flolonialred)t,

insbefonbere bas cnglifd)e, jinn ^ergleidje h^crangejogen toorben.

Sas 23ud) will ein red)tsu)iffenfd)afflid)es fein, holonialpolififcf)e Grflrierungen

Irefen besljalb uollig juriidi, jebod) iff, tuo bies notoenbig iff, ffcls auf bie UoIoniaU

politifdjen efid)Ispun!.te oeriuiefen toorben, burd) bie bie efefjgebung beffimnit roirb.
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